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PODSTAWOWE CHARAKTERYSTYKI DANYCH STATYSTYCZNYCH
RODZAJESREDNICH

Jedny z wielkadsci charakteryzujcych dane liczbowe jest wastosrednia.
Rodzaje podstawowycirednich:

U arytmetyczna

(] geometryczna

0 harmoniczna

Wybor sredniej zaley od rodzaju badanych wielka i potrzeb analizy danych.

Najczsciej stosowansredni jestsrednia arytmetyczna.
Srednig arytmetyczng liczb rzeczywistyclxy, Xz, X3, ... ,Xn Nazywamy liczb:

1 1
(X + X, + oot x ) ==

n
X==
n ni=

X

Przyktfad.
W pigciu wybranych stolicach liczba linii metra wyno8j:2, 5, 2, 3. lle wynogirednia linii
metra w tych stolicach?

(odp. 3)

Jezeli wérdd n danych wysipuja wartasci powtarzagce se:
Xi wystepuje n; razy,i =1, 2, ...t n+n,+... +n, :Zni =n

to

1 1S N
x__(nlx1+n2x2+ ...... +nkxk)——zr\>§ —z_)ﬁ
n ni= iz N

Ten sposob liczeni@edniej arytmetycznej nazywandsednig arytmetyczna wazona.

Przyktad.

W dwudziestu giciu wybranych pastwach liczba instytutow medycznych baggch nowy
wirus grypy jest nagpujaca:

w dziesgciu po 3 instytuty,

w dziesgciu po 4 instytuty,

W pigciu po 6 instytutow.

lle wynosisrednia liczba tych instytutow w rozpatrywanychg@avach?

1
28

100

X =—(1003+1004+ 5[6)=2—5 =4

Srednia geometryczm liczb rzeczywistych dodatnioh, xo, Xa, ... ,Xn
nazywamy pierwiastek n — tego stopnia z ich iloegytzn.
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X, =1/x 0k, O

Srednia geometryczna znajduje najeiej zastosowanie przetnego tempa zmian w czasie,
np. do yredniania indeksow fecuchowych.

Przyktfad.
Roczny procentowy przyrost liczby turystéw odwigdegch dany region w czterech
kolejnych latach wynosit: 10%, 20%, 5%, 15%. Jakidvedni przyrost w tym okresie?

X, =4/11[12105115 =4/15939= 11236

Sredni procentowy przyrost liczby turystow w tym ekie wynosit okoto 12,36%
z roku na rok.

Zauwamy, ze srednia arytmetyczna tych danych wynosi 12,5%
Jezeli wsrdd n danych wysipuja wartasci powtarzagce se:
X; wystepuje nj razy,i=1, 2, ..t n+m+...+n=>n=n

to

Ten sposob liczeni@edniej geometrycznej nazywarérngednia geometryczry wazona.

Srednia harmoniczna liczb Xy, X2, X3, ... ,%, réznych od zera nazywamy odwrofido
sredniej arytmetycznej odwrotia liczb, tzn.

_ n _n
*TT 1 =
—t+—+ ...

1731
X% X, EmX

Sredni harmoniczg stosuje si przy Grednianiu wielkéci wzglednych, np. przy obliczaniu
przecetnej predkaosci lub sredniej gstasci zaludnienia.

Przyktfad.

Gestas¢ zaludnienia w trzech 200-tgsiznych miastach wynosi odpowiednio 100, 300 i 600
0s6b kni. Obliczymy przegitna gestasé zaludnienia.

3 3 1800
1 1 1  6+2+1
+ +
100 300 600 600

H= = 2000s06b/knt
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Stosugc srednp arytmetyczg otrzymalibymy:

100+300+600 _ 1000
3

X = = 3330s06b/knt

Przyktad.

Pan Kowalski codziennie dagjgza do pracy samochodem zg@koscia 40km/h. Pewnego
dnia zaspat i wyjechat gaiej niz zwykle. W potowie trasy zorientowaksize nie zdzy

i zwigkszyt predkos¢ 0 20km/h, dziki czemu nie spinit sie do pracy. Z jak sredni
predkoscia jechat tego dnia pan Kowalski?

2 240
Xh'1+1‘5"48

40 60

Zauwamy, ze srednia arytmetyczna tych danych wynosi 50km/h

Jezeli wérdd n danych wysipuja wartasci powtarzagce se:
X; wystepuje nj razy,i =1, 2, ...t n+n,+ ... +n, :Zni =n

to
n

_ _n
ARSI
X% X =X

Ten sposob liczeni@edniej harmonicznej nazywandgednia harmoniczng wazona.

Twierdzenie

Dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnigh) xp, X3, ... ,X, zachodz nieréwndgci

X, S X, S X

przy czym réwné¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gady =X, =Xz = ... =Xn.

Zro znicowanie danych.

Zroznicowanie danych (rozrzut) mierzymyradniajc ich odchylenie odrednie;.
Wariancja

Np. dla danych 2,5, 3, 4, &ednia wynosi 4. Aby wyznacéyvariancg liczymy sung
kwadratow odchyle poszczegdélnych danych édedniej:

4
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(2-4f+(5-4F+3 -4 +(4-4F+(6-4f=4+1+1+0+4=10
otrzymana sugdzielimy przez 5 (liczba danych). Zatem wariardipowyszych danych
wynosi 2.

Jezeli wsrdd n danych wysipuja wartasci powtarzagce se:
Xi wystepuje n; razy,i =1, 2, ...t n+n,+... +n, :Zni =n

to

5 =%(n1(x1->‘<)2 0,06 =X) + ot X, —>‘<)2)=%Zn(>q -x)
Uwaga

Wariancja mierzy rozrzut (z#@dicowanie) danych statystycznych (punktem odniésigst
srednia) lecz miara ta wyrana jest w kwadratach jednostek rozpatrywanych clany
statystycznych co utrudnia interpretagjllatego w praktyce ezciej stosujemy pierwiastek z
wariancji nazywany odchyleniem standardowym.

Odchylenie standardowe

Wspotczynnik zmienndci

V= § (niekiedy wynik jest podawany w procentach)
X

Wspotczynnik zmienniei mierzy zrG@nicowanie wzgjdne i okréla jaka czgs¢ (ile procent)
przecetnego poziomu badanej cechy stanowi odchyleniedstalowe.

Poniewa jest to wielkd¢ niemianowana, ¢sto bywa stosowany do poréwnywania
zroznicowania dwoch cech lub tej samej cechy wng@h populacjach.

Przedziat typowych wartcci
[x-s%+5],

Jest to przedziat do ktérego nafevickszas¢ danych statystycznych, interpretacja ta jest
uzasadniona wtedy gdy cecha ma rozktadzebly do rozktadu normalnego.

Rozskp
r0 = Xmax - Xmin ’
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SZEREG CZASOWY

Wartcici zjawiska tworz szereg czasowy (szereg dynamiczny):

t 151 b | B

Vi Y1 Yo | ¥
ti— chwile lub okresy (przedziaty powinny bjednakowe)
Uwaga: niekiedy stosuje sizapisity ti ,......., b

INDEKSY (wskazniki dynamiki)
Indeksy mierz zmiarg poziomu zjawiska mgdzy dwoma wyrénionymi okresami
(momentami).
Indeksy dzielimy na:
— indeksy indywidualne (proste),
— indeksy zespotowe (agregatowe).

INDEKSY INDYWIDUALNE
Indeksy indywidualne stosujemy przy badaniu dynaajéwisk jednorodnych.
a) ciagg indeksow o statej podstawie:

Il/0,|2/0,|3/0, ........ ,In/O
Yo—Stata podstawa (dowolna spady; ......., W).

gdzie lyo = i3 (t=1, 2, ... ,n)
Yo

(mozna dodé lgp=1 = 100%)

b) ciag indeksow taarcuchowych:

l21 132 143 eeeeee. Anm-1
gdzie
g =2 (t=2,3,........n)
t-1
Przykfad
Y — liczba wypadkéw drogowych wagju roku.
liczba wypadkéw 1, = 2 i
Rok t t/0 yo It/t—l =
Y Yiqa
Yo — 2005
2005| 1 39 779 1,000 —
2006 | 2 40 373 1,015 1,015
2007 | 3 43 755 1,100 1,084
2008 | 4 38 832 0,976 0,887
2009| 5 40 454 1,017 1,042

Srednie tempo dynamiki térednie tempo zmian przypadeg na jednostkczasu.



L.Kowalski-Modelowanie i prognozowanie

Zagadnienie
Wyznaczy liczbg taks, ze gdyby wszystkie indeksyrtauchowe byty sobie rowne i miaty
wartas¢ g to startujc z wartdci y; obliczona warté& zjawiska w okresig, bytaby rownay,

(taka sama jak przy #aych indeksach facuchowych).
Liczbe g nazywamysrednim tempem dynamiki lub srednim tempem zmian lubsrednim

indeksem taacuchowym.
Zauwamy, ze

*) Yo = lynal -y Ly
gdyby wszystkie indeksy byty rowne to

— =xn-1

**) Yo =0 "y

Poréwnugc (*) i (**) mamy

g="Jlyn 0.0y,

(srednia geometryczna)

g= n_\j5 Iy = n“d%
1

T=g-1
Dodatni wskanik tempa oznaczag srednio zjawisko wzrastato.
Ujemny wskanik tempa oznaczag srednio zjawisko malato.

Wiasnagé:

Sredni wskaznik tempa to

Przykfad
Dla danych z poprzedniego przyktadu:

g = 4/1,015 1,084 [D,887 [1,042 = /4/1,017 = 1,004 =100 ,4%
T = 0,004 = 0,4%
Oznacza toze srednio z roku na rok liczba wypadkoéw wzrastata498),

Uwaga
Srednie tempo dynamiki mazna stosow# do wyznaczania wartdci zjawiska w okresach
nastepnych (ostatnig wartos¢ zjawiska mnazymy przez odpowiedng potege Q).

Przykfad
Dla danych z poprzedniego przykiadu wyznacz prognazby wypadkoéw drogowych
w roku 2010 i 2011.
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Prognozowanie- wiadomeéci wstepne

Prognozowanieto racjonalne wnioskowanie o zdarzeniach nieznamgcpodstawie zdarize

znanych.

Celem prognozy jest dostarczenie obiektywnych mfmji potrzebnych do podejmowania

decyzji.

Prognozy a symulacje.
Prognoza o kedzie w momencie t

Symulacja -€o by byto gdyby.....

Przyktad

Z rozpatrywanego modelu wynikae wydatki na prasi ksigzki stanowi 5% mies¢cznych
dochodow rodziny. Ustalonaze mies¢czne dochody rodziny wynigs4000 zt. Maemy
zatem postawiprognoze, ze wydatki na prasi ksigzki wyniosg 200 zt.

Jeli jednak wyznaczalib§my wydatki na prasi ksigzki dla raznych wariantow dochodu, np.
wydatki 190 zt dla dochodu 3800,

wydatki 200 zt dla dochodu 4000,

wydatki 220 zt dla dochodu 4400,

to bylybysymulacje

Procedury prognozowania
* Proste i intuicyjne (na podstawie prostych chamgstgk liczbowych),
* Ekonometryczne,
* Poprzez analogj
* Prognozy ekspertow (heurystyczne),

* Wyznaczanie rinych scenariuszy rozwoju.

Prognozowane zmiany waftm badanego zjawiska mgdpyc:
- ilosciowe (zgodne z dotychczasgwrawidtowdacia np. trendem lub funkgjregresji),

- jakosciowe (odejcie od dotychczasowych prawidioya)
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Uproszczona klasyfikacja prognoz.

Ze wzgkdu na wartéci prognozy:

proanoz
ilosciowa jakosciowa
punktowa przedziatow

Ze wzgkdu na okres prognozy:

- Krotkookresowa (na taki okres w ktérym ma@gachodzi tylko zmiany ilgciowe),

- Sredniookresowa(na taki okres w ktérym magachodzi zmiany ilgiciowe i niewielkie
zmiany jakdciowe),

- Dlugookresowa(na taki okres w ktorym magzachodzi zarbwno zmiany iléciowe jak
i jakosciowe).

W praktyce niekiedy podziat ten odnost sio zasigu ekstrapolacji (liczba jednostek czasu

wyjscia z prognoza w przyszé) w porownaniu z liczipdanych:

do 10% - prognozhkrotkookresowa,

od 10 dO 20% - prognoZaedniookresowa,

powyzej 20% - prognozdiugookresowa,

Poniewa wartgci prognoz wyznaczamy w oparciu o dane, to musz one dobrej jaksi.
Cechy danych decydige o ich jakéci:

- rzetelngg,

- jednoznaczn,

- identyfikowalnac,

- kompletna¢,

- aktualngc,

- koszt (zbierania i opracowania),

- porownywalnaé¢ ( np. w zakresie: czasowym, terytorialnym,geeywym).
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Etapy prognozowania:

¢ Sformutowanie zadania prognostycznego

— Okreslenie zmiennych prognozowanych,

— Ustalenie celu prognozy,

— Ustalenie horyzontu prognozy i warunkéw jej dopusheaci
¢ Okreslenie przestanek prognostycznych

-  Okreslenie czynnikow ksztattgpych badane zjawisko,

- Zbieranie danych,
*  Wyboér metody prognozowania
* Wyznaczanie prognoz
* Ocena dopuszczaléa prognoz
* Wykorzystanie prognozy

* Weryfikacja i monitorowanie (przy powtarzakod) prognozy.

Podstawowy schemat prognozowania.
Y - badane zjawisko,

V: - obserwacje badanego zjawiska,

y; - prognozowane waroi badanego zjawiska.

Vi Yo, e Wi (MODEL) s Yes oo Y7

(przesziée) (reguta prognozowania) (przysgip

Bezwzgkdny btad prognozyjest rownyy; -y,
V7=l

Wzgledny btad prognozy jest rowny——— (ma zwykle sens dla zjawisk o waitach
Yy

T

dodatnich), ména go wyraa¢ w procentach.

gdzie y, to prawdziwa wart& zjawiska w okresie prognozy.
Uwaga

Bezwzgkdny bhd prognozy niekiedy definiujesjako y, -y .

v -]

0
T

Wzgledny bhd prognozy niekiedy definiujegsjako

10
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Prawdzivwy wartgé¢ bigdu prognozy mena wyznaczy dopiero po ustaleniu prawdziwej
wartasci badanego zjawiska, wcaeej blad mazna tylkooszacowé.
Szacowaniebtedu prognozy.
1. Na podstawie prognoz wygastych (ex post),
2. Metoda stochastyczna (ex ante).
Ad. 1. Wykorzystuje si informacje o trafnéci prognozowania w przeszd. Przyjmuje
sie, ze trafnd¢ prognoz przysztych duzie podobna do trafdoi prognoz przesziych.
Prognozy wygasteaywane do szacowania powinnydwyznaczane w ten sam sposob

jak ostateczna prognoza. Jako oszacowar@ubprognozy mgna np. przyc srednp z

k
modutow  bkddéw  bezwzgjdnych %Z‘y{—yt*loo% lub  wzgkdnych
t=1

1k
o>

t=1

y: — Y

*10 prognoz wygastych. Ten sposob szacowaniedbt prognozy

t

zastosujemy przy modelach adaptacyjnych.

Ad. 2. Wykorzystuje si stochastyczne zatenia o stosowanym modelu. Przyjmuje, se
btad prognozy jest zhibny do sredniej rozbienosci miedzy maliwymi wartosciami

prognozowanego zjawiska a migvymi prognozami tego zjawiska w okresie prognozy.

Kk
Jako oszacowanie dstu prognozy mgna np. bdd sredniokwadratowy %Z(yt =Y, )2
t=1

Kk * 2
lub wzgkdny bhd éredniokwadratowy\/%Z(uj *100% . Ten sposdb szacowania

t=1 t

btedu prognozy zastosujemy przy modelach ekonometgpgtzn

Niekiedy przyjmuje si, ze prognoza jesiopuszczalna gdy szacowany bl nie przekracza
5 —10%.

Schemat prognozowania na podstawie modelu ekonomgtznegoy = f(x)

x’- wektor zmiennych objaiajacych dla okresu prognozy.
Prognoza punktowa:y’ = f (XE)
Prognoza przedzia+owa<yE—A1, yE+A2> :

Zwykle A, =A, =A (= blad bezwzgtdny prognozy przedziatowej).

11
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Jaka@¢ prognozy w znacznym stopniu zaje od jakdci zastosowanego modelu
ekonometrycznego.

Oprocz tego
» Btad prognozy powinien kymaty,
* Przygte wartgci zmiennych objgniajgcych powinny by wiarygodne,

» Okres prognozy powinien bysensowny.

Przykfad

Rozpatrugc modelY =200-10X ,
Y — jednostkowe koszty produkcji,
X — wielkas¢ produkcji

W tym przypadku prognozy trasens dla > 20.

Przyktad

Liczba studentéw kierunkéw ekonomicznych w Polsiyes. (0oséb) liczona na koniec roku
akademickiego w latach 1991-97 wynosita: 54, 58,785 104, 140, 193.

y = 37,028e%%1%%

liczba studentéw (tys. szt.) )
R*=0,9279

1600
1400 -
1200 -
1000 -
800 -
600 -
400

200 ~ /

liczba studentow (tys. szt.)

o
V
19

<
<

o
N
I
»
(o]
'_\
o
H
N
[Eny
N
[EnY
(o]

18

Rozpatrugc modelY = f(t),
Y — liczba studentow,
t —rok

W tym przypadku prognoza np. na rok 2007 (ponaé fnth oséb) bytaby przesadna.

12
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MODELE EKONOMETRYCZNE
Model ekonometryczny to opis stochastycznej zadéci badanego zjawiska

ekonomicznego od czynnikow ksztaffeych go, wyraony w postaci rowngei lub uktadu
rownasci.
Je&li np. rozpatrujemy zjawisko popytu na oflieny towar lub grup towaréw i przyjmiemy,
ze gtbwnym czynnikiem ksztattagym popyt jest cena to memy rozpatrywéa model

D =f(P) D - popyt, P- cena.
Z prawa malegcego popytu wynika, ze funkcja f powinna by malepca
(P < P, = f(P1) > f(P,)). Zaleznos¢ t¢ mazemy zrealizowé za pomog réznych funkcji
malepcych, najprostsza z nich to funkcja liniowa:

D=a+bP (liniowy model popytu), a>0; b<O

jesli model liniowy nie pasuje do zaobserwowanych waéti to naley zastosowa model

nieliniowy np. model paigowy:

D=alP’ (pokgowy model popytu), a>0; b<0
Dla pewnych zakres6w cen model liniowy #eoby dobrym przyblkeniem modelu
nieliniowego
D
Model
liniow
N y
Model
nieliniowy

l

Pl P2 P

Niekiedy model z jedn zmienny Zle opisuje badane zjawisko, wtedy iemy rozpatrywé
model z wieloma zmiennymi. W modelu popytu drugigyrmikiem ksztattujcym popyt

moze by dochdd, wtedy rozpatrujemy zaresc:

D=1(P,1) | - dochod ludnéci.
Zaleznos¢ t¢ mazemy jak poprzednio zrealizowaa pomog funkcji liniowej
D=a+bP+cl

lub potgowej
13
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D=alP"l®

Ogolna postamodelu w postaci jednej rowém:
Y =1(X,¢)

X,Y - zmienne , (X mze by postaci X = (X, X2, ..., X)), €-element losowy

gdy
Y = f(X) +¢ to € nazywamy skiadnikiem losowym,
gdy
Y = f(X)e to € nazywamy czynnikiem losowym.
Powody uwzgidniania elementu losowego w modelu ekonometrycznym:

- nie uwzgednienie wszystkich czynnikow ksztaligych badane zjawisko (najgziej
nie uwzgedniamy czynnikbw magych maty wpltyw i element losowy reprezentuje
tagczny wptyw takich zmiennych),

- mozliwos¢ wystepowania b¢déw w pomiarze wielkgci zmiennych,

- brak pewnéci czy przygta do obliczé posta@ funkcyjna modelu jest prawidtowa.

Etapy modelowania ekonometrycznego:

A

I. Merytoryczna analiza zjawis i konstrukcija

v

Il. Estymacija parametrd

v

I1l. Weryfikacia modelt

. pozytywn:
IV. Zastosowanie model

negatywn

Uproszczonlasyfikacja zmiennychw modelu

- zmienna endogeniczna — zmienna, ktorej wartokreslone § w modelu,

- Zmienna egzogeniczna — zmienna, ktérej wiartokreslone g poza modelem,
- zmienna objgniana — wysipuje po lewej stronie rowihanodelu,

- zmienna objgniajagca — wysgpuje po prawej stronie réwhanodelu.

Kazda ze zmiennych nie by biezaca lub opéniona.

Uwaga:
W modelach wielowymiarowych zmienna obj@ana mae by jednoczénie zmienig
objasniajaca.
Przykfad 1.
Rozpatrzmy model wzrostu gospodarczego
DN, =aNI?,Z’¢,
NI, =dDN, +&,,

gdzie
DN - dochdd narodowy,
NI - nakfady inwestycyjne,

14
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Z - zatrudnienie,
a,b,c,d - parametry strukturalne,

&,,&,- elementy losoweq - czynnik losowy,&, - sktadnik losowy)

Klasyfikacja:

- zmienne endogeniczn®&N,, NI, NI,_,

— zmienne egzogeniczn&,

— zmienne objéniane: DN,, NI,

- zmienne objéniajace: NI,_,,Z,, DN,

— zmienne bigace: DN,,Z,, NI,

— zmienne opgnione: NI, _,.

Klasyfikacja modeli

Modele klasyfikujemy ze wzgtlu na naspujace kryteria:
a) liczba zalenosci w modelu
- modele jednoréwnaniowe,
- modele wieloréwnaniowe,
b) post& zaleznosci funkcyjnej,
- modele liniowe,
- modele nieliniowe (pegowe, wyktadnicze, itp.).
c) rola czasu w réwnaniach,
- modele statyczne (nie uwzdhiajg czasu),

- modele dynamiczne.

Przykfad 2

Model z przyktadu 1 jest:
- dwuréwnaniowy,
- nieliniowy,
- dynamiczny.

Przyktad 3 (model popytu)
D=a+bP+cl+¢
D - popyt,
P- cena,
| - dochod ludnéci.

Jest to model:
- jednoréwnaniowy,
- liniowy,
- Statyczny.
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Przyktad 4 (model rownowagi rynkowej)

D=a+bP+cl +¢g
S=d+eP+g,
D=S
S- sprzeda.
Przykiad 5 (Model wielkasci produkcji Cobba-Douglasa)
P=aX’Y'™ a>0, 0<b<1l

P - wielkos¢ (wartas¢) produkcji przedsibiorstwa,

X - zatrudnienie (fundusz ptac),

Y - wartas¢ srodkéw trwatych

Jednoréwnaniowy model liniowy z jedr zmienng objasniajaca

Y=B+BX+e
gdzie:
Y - zmienna objgniana, y,- wartasci (obserwacje) zmiennej Yi=1,...,n- numer
obserwacji,

X - zmienna objgniajaca, x - wartasci zmiennej X,

B, B,- parametry strukturalne (ich przykbnag wartgs¢ wyznacza si na podstawie
obserwacji(x,y, )

& - sktadnik losowy.

Zaktadamyze
Y, =By + BX +¢& 1=12,...,n
tzn. kazda zaobserwowana wafto y, jest funkcy liniowa x 2z doktadnécia do
sktadnika losoweg@; .

Zaktadamy rownig, ze x 3 ustalonymi wartéciami (nielosowymi), takimi samymi
w powtarzalnych prébach. Skiadniki losowe s3 losowymi zmiennymi niezaimymi o

zerowej wartéci przecetnej i wariancji, ktéra nie zaky od i (homoskedastycz).
Aby wyznaczy przyblizong wartas¢ parametrow strukturalnyclB,, 8, na podstawie
préby stosujemy met@dcajmniejszych kwadratéw (MNK).

MNK polega na wyznaczeniu takich przyefi
b, = £, b =4
aby dla danych obserwaciix,y, sdima kwadratow odchylezaobserwowanych wadci

y, od wartdci teoretycznychy. = S, + B x byla minimalna, tzn. chcemy wyznaczy
minimum funkcji:

*) S(bo'bl)ZZQZZZ(Yi_9i)2=Z(Yi_bo_b1Xi)2
€=y —§/i nazywamyesztami modelu regresji

16
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MNK:
A
Y = by +bX
_ ~ (prosta regresji z
€=Y V¥ préby)

Yi
€

Yi

[

Xi

Nalezy wyznaczy prost regresji tak aby suma pol kwadratéw byta minimalna

Obliczapc pochodne cstkowe funkeji (*) | przyrownujc do zera otrzymujemy
(uktad rowna normalnych)

:ﬂs = Zi(yi =B = Bx)(-]) = _2(2 Y, _ﬂlixi - nﬂOj =0

=D~ B AX)K) = iym—ﬂliﬁ—ﬂoiszo

rozwigzujgc otrzymany uklad réwma (np. pierwsze réwnanie magmy przez

= —EZXi I dodapc stronami obliczamyf,) otrzymamy wzory na przyldone wartgci
i=1
parametréw strukturalnych

b1: ”ZK% ‘Z&Zyi :%inyi - Xy :Z(Xi —>_<)(yi —y)
Yo -(Ixf X007 Y -x)
b, =y-bX

Mozna wykazé, ze dla tych wartéci spetniony jest warunek dostateczny minimum.
Prost

x|

Y =b, +b X

nazywamyprostg regresji z proby.

17
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5 2x-X(¥-y) =D xy- nxy
DY CESIRED I Sl ¢

Model regres;ji liniowej:

Uwaga:

A

bo = Bo
by =P
(estymatory)

EY = [30 +[31X
(prosta regresiji)

v

Xi

Uwaga
Gdy X jest zmieng czasow X =t tzn. model ma postaY = S, + Bt + £ wowczas

taki model nazywamymodelem tendencji rozwojowej lub modelem trendu
liniowego.

Wtedy korzystajc z ustalonych wartoi t wzory na b i kb, mazna uprdci¢ (patrz
odpowiedni temat).

Miary dopasowania.
Wariancja resztowa:
Wariancja resztowa tostednienie pol kwadratow zbudowanych na resztach

i odzwierciedla stopiedopasowania prostej regresji do danych statysiydzn
Niech, e = y—- Y, gdzie § =h +hx wtedy

D&

P ==t
© o n-2
czyli
@ 2 TRy -0y xy
¢ n—2

S, =+/S? oznaczarednie (standardowe) odchylenie od prostej regresji

18
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Dopasowanie modelu do danych empirycznychzmaoocenid odchyleniem standardowym
reszt lecz jest to miara bezwggha i nieunormowana, dlatego do porowiepsze $ miary
wzgledne lub unormowane.

Najprostsz wzgledng miar dopasowania jestspotczynnik zmienndci losowej:

V. = 21006
%

Wspotczynnik ten informuje jak cze$¢ sredniej wartéci badanego zjawiska stanowi
odchylenie standardowe reszt.

Mniejsze wartéci tego wspotczynnika wskazupa lepsze dopasowanie modelu do danych
empirycznych, niekiedyada s¢ aby np. \{ < 0,2 (0,3).

A
_ Zmiennag¢
Yi .
catkowita _ L
. Zmienng¢ wyjasniona
— . modelem regresji
y y .
Xi
Wprowadzamy oznaczenia:
Catkowita suma kwadratow (zmienitccatkowita): CSK= z (y, - ¥)?

Wyjasniona suma kwadratéw (zmiendovyjasniona): WSK= Z()“/i -y)?

Niewyjasniona suma kwadratoéw (zmieridqrzypadkowa): NSK= Zef

gdzie: y, =b, +bx

Wiasndé: (v, =9)*=2 (5, —y)*+ 2 €

Czyli CSK = WSK + NSK

Miar 3 dopasowaniamodelu do rzeczywisfoi (wartgsci zaobserwowanych) jest rowaie
wspotczynnik determinacjiR®

g2 = WSK

Wspotczynnik determinacii: =
CSK

R*0(0,1)

Wspotczynnik ten okresla jaka czes¢ catkowitej zmienndéci zmiennej objasnianej zostata
wyjasniona przez model regres;ji liniowej.

Praktyczne sposoby obliczania wspotczynnika detexaii:

19
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20y e B yitb) Xy -
-y T Dy -y > ye=n(y)

bl(Zx Y, = ):1_ S _cov(X,Y) _
>yi-nlyf g S
n-2

Whiosek Dla modelu liniowego wartd liczbowa wspotczynnika determinacji jest rowna
kwadratowi wspotczynnika korelacji Pearsona.

Przyktad

Badano zalenosci kosztow catkowitych (w tys. zt.) Y od wielkoi produkcji (tys.
szt.) X w 6-ciu zaktadach produkcyjnych.
Xt 2 | 4| 3 2 6 1

v | 2 | 5] 4| 4| 7| 2

Dla modelu Y = S, + Bx+& wyznaczamy przyhtone wartéci parametrow

strukturalnych i wspotczynnik determinaciji.
Obliczenia wykonamy w tabeli

X 1Y X=X Y-V [ (X=X | (x-%2 -V VY (5 -Y)?
2 | 2| 1 2 2 1 4 3 1 1
4 | 5 1 1 1 1 1 5 1 1
3 | 4 0 0 0 0 0 4 0 0
2 |4 | 0 0 1 0 3 1 1
6 | 7 3 3 9 9 9 7 3 9
1| 2 2 2 4 4 4 2 2 4
18 | 24| O 0 16 16 18 | 24 0 16
_ 18 24 16
X=—=3 =—=4, =—=1 =4-1*3=1
6 - b T b,

zatem zwiazek pomé¢dzy kosztami catkowitymi a wielkoiag produkcji wyraa st
zaleznaoscig liniowa w postaci

Y =1+ X
Wspbtczynnik determinaciji
16
R* =— =089
18 8

nalezy oczekiwé, ze rozpatrywany model wyjaia 89% catkowitej zmiensoi kosztow
catkowitych produkgciji.
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Prognoza na podstawie modelu liniowegQjedna zmienna)
Y= k + b X oszacowany model ekonometryczny.
Prognoza punktowa.

Niech Xr — przewidywana wartg cechyX w okresie prognozy.

Prognoza punktowd/; to przewidywana wartg cechyY odpowiadajca wartdci

X, cechyX.

Y, =hy+hx

Standardowy ki prognozy

Zn:xz +né - 2X.

DX
i=1

=s, |1+

n

2

i=1

KJZ

Zatem naley traktowa& wartas¢ prognozy jakoyr T Sr

— |2 .
- Se to odchylenie resztowe.

gdzie yu = h)+q)|(

S

Gdzie %

A

Niech€ = Y — Y,

wtedy

2 gyf-bozzllyi ‘QZ}%M

S2 — =1
& n=2 czyli |% -
Jaka¢ prognozy punktowej memy ocend wzglednym bkdem prognozy punktowe;j
S
O = y— 100%

T
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L.Kowalski-Modelowanie i prognozowanie

Model tendencji rozwojowe]
Gdy X jest zmienn czasow x, =t (t=1, 2, ...n) tzn. model regresji ma poété? =h, +bt
wowczas taki model nazywanmyodelem tendencji rozwojowejlub modelem trendu liniowego

Wtedy korzystajc z wiasnéci:

. L. n(n+l 4 2:n(n+1)(2n+1) _:n_+1

© gt_ 2 ;t 6 T
S (t-t) =>t* -n(f)

Mamy

_ DREDI PR :122(t -y,
ny -3t =)

by

_ o n+1
b, =y-ht ZY‘QT

Wariancja resztowa
Nieche = y—- ¥, (gdzie § = h, + b x) to reszty modelu, wtedy

& ZIYt2 _boz Yi _blztyt
2 _ =l t=1 t=1

czyli[Se n—2

M-

2 — i=1
S =
° n-2

— [2
S: =4S oznaczarednie (standardowe) odchylenie od trendu liniowego
Dopasowanie modelu do danych empirycznych ocentamyspotczynnikiem determinacii

e 2O D
209 2y
by a7 b -riy)_
2oy 2E-nyf

Prognoza dla modelu trendu

Niech t, — okres prognozy.

Prognoza punktowa/; to przewidywana warté cechyY w okresiel, .

y, =h+ht,

Standardowy hid prognozy punktowej
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e Zn:t2+ntf—2trzn:t
L _t) t=1

=s, |1+
© n

n W nétz —[thz

=1

Wz6r ten mana uprdci¢ korzystagc z wkasnéci (*).

n(n+1)(2n+1) Fnt? -2t n(n+1)
ST = Se 1+ 2 6 > 22 =
n“(n+1)(2n+1) n°(n+1)
6 4
2
22n+1) + 12 1ot
=s, |1+ n+1
) n?-n
Zatem naley traktowa& wartas¢ prognozy jakoy; 1S

Jaka¢ prognozy punktowej memy ocend wzglednym bkdem prognozy punktowe;j

5 =2 [00%
y

punkt —
r

Przyktfad.
Liczba maturzystow (tys. os6b) w pewnym wojewodetwilatach 1991-1999 wynosita;

Rok | 1991] 1992| 1993| 1994| 1995| 1996| 1997| 1998| 1999

Y 3,8 6 75| 75 92 99 223 132 134

Otrzymane rownanie trendu liniowego ma pésta
Y =32+12

Przewidywana liczba maturzystow w latach gpasych:
Rok 2000 - 15200 osGb, rok 2001 - 164000 osab.
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Prognozowanie na podstawie szeregdéw czasowych.

Sktadowe szeregdéw czasowych.

Szereg czasowy

sktadowa sktadowa
systematygczna przypadkowa
trend staty poziom sktadowa
okregsowse

wahania cykliczne wahania sezonowe

Trend (tendencja rozwojowa) - diugookresowa sktaitnalo jednokierunkowych zmian
(wzrostu lub spadku) wadoi zmiennej badanej. Jest konsekwendziatania statych

czynnikbw np. w przypadku sprzega- liczba potencjalnych klientéw, ich dochody lub
preferencje. Mge by wyznaczony gdy mamy dtugigg obserwaciji.

Staly (przecietny poziom) - wyskpuje gdy w szeregu czasowym nie ma trendé Waartasci

badanej zmiennej oscyluyvokot pewnego statlego poziomu.

Wahania cykliczne - dlugookresowe wahania wokét trendu  lub stalqguziomu.

W ekonomii najcesciej zwigzane z cyklem koniunkturalnym gospodarki.
Wahania sezonowe- wahania wokoét trendu lub stalego poziomu. Weadate maj

sklonnaci do powtarzania siw okrelonym czasie nie przekraczaym jednego roku,

odzwierciedlag wptyw pogody lub kalendarza na dziataldgospodarcg
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v

Czas
Wahania
Wahania
Tren
Staly poziom
Wahania
Czas
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Dekompozycja szeregu czawego = wyodsbnienie poszczegolnych skiadowych.

staty poziom

25,0 -

200 HVA\,\/%

15,0

y

10,0
5,0 -

0,0 1" " 70"V 0 07T 7'vV 1"/ nv———71r 71 1 1
O 1. 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

trend

25,0 -
20,0 -

150

y

10,0 -

50

0,0 1T 71T 1 71 1 1
0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Czas
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Staly paziom-+wahania sezanone
25,0
200
150 0/‘/\
10’0 Y Y
50-
0,0 I I I I I I I I I I I I I I I 1
O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16
czas (wiknertaladh)
trend +wahania sezonowe
25,0
20,0 -
150 S~
>N
10,0 4
50+
0,0 I I I I I I I I I I I I I I I 1
O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
czas (w kwartatach)

Niekiedy przyjmuje si, ze wahania przypadkoweg sniewielkie, gdy ich wspotczynnik
zmienndci jest rzdu kilku, najwyzej kilkunastu procent.
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Prognoza zmiennej Y jest wastig funkcji f zaleznej od czasu, przesztych waitoi prognoz

tej zmienne,.

- f(}'yt—l’ yt p’y t=1y.. y*t‘pggt)'\

czas wartosci prognozy  sktadnik losowy
p - wielkas¢ op&nienia.

Uwaga.

Jaka¢ modelu oceniamy jak w ekonometrii.

Dopasowanie wielk&ei zjawiska wyznaczonych z modelu (prognozy wygedéewielkaci
zaobserwowanych oceniamy na podstawie:

- btedu sredniokwadratowego prognoz wygastych

* l K ( *)2
S = EZ Yo =% k - liczba prognoz wygastych

t=1
wielkos¢ ta okrdéla o ilesrednio jednostek prognozy wygaste odchykg (plus-minus)
od wart@gci zaobserwowanych.
- wzglednego bkdu sredniokwadratowego (procentowego kHu sredniokwadratowego)

prognoz wygastych

- A
S = [100%
a5

t=1

wielkos¢ ta okréla o ilesrednio procent prognozy wygaste odchylsip (plus-minus) od
wartasci zaobserwowanych.

- sredniego bkdu wzglednego(procentowego bHu wzgkdnego) prognoz wygastych

K= yt

(interpretacja jak wiej)

Czesto ostatni z tych bddw shizy do oceny jakéci prognozy.
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Naiwne i proste metody prognozowania.
(oparte na zaleeniu,ze wahania przypadkowe siewielkie i nie zmieni si dotychczasowy
wptyw czynnikow ksztattujcych obserwowane zjawisko).
Zalety metody naiwnej jest prostota, wgalrak oceny jakéeci prognozy na podstawie prognoz
wygastych.
Rodzaje prognoz naiwnych:
* wg statego poziomu

* « +y .ty
Yia = Vi lub Virp = %
* wg statych przyrostow bezwzginych (np. trend zbiony do liniowego)
yt*+1 = yt + (yt - yt_l)

* wg statych przyrostow wzeglinych (niektore trendy nieliniowe)

t+1 t
yt—l yt—l

* wg waha sezonowych i stalego poziomu

Yirs = Yiera1s gdzie r dtugé¢ cyklu sezonowego (liczba faz cyklu),

* wg waha sezonowych i trendu

Yoy = Yiors +TAY,, gdzie r dtugéc cyklu sezonowego (liczba faz cyklu),

Ay, - przyrostsrednich w dwdch ostatnich cyklach.

Przykifad.

Dla poszczegolnych serii danych migginych wyznacz prognezaiwrg na kolejny miesic.
a) 115,119, 126, 131, 136,

b) 1,4, 12, 24, 72,

c) 125,120, 110, 115, 120.

Przyktfad.

Wiedzc, ze zjawisko ma charakter sezonowy (r = 4), dla ppsgélnych serii danych
kwartalnych wyznacz prognenaiwrg na dwa kolejne kwartaty.

a) 150, 200, 160, 120, 170,

b) 150, 220, 190, 170, 200, 270, 240, 220, 270
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Metoda sredniej globalnej.

.1
ynﬂ—niZ:l)yi

Metoda sredniej ruchomej.
Metod ta wykorzystujemy zaréwno do wygtadzania szeregu @zago jak i do

prognozowania.

Prognoza jestredng arytmetyczg z k ostatnich obserwacji (k - stata wygtadzania).

14
Yi :Ezyi

i=t-k
k wyznaczamy tak abyredni kwadratowy bid ex posts” -1 Z(yt—y: )2 byt

minimalny.
Prognoz oceniamy za pomacgredniego bidu wzgkdnego prognoz przesztych

W, = nfk > Y%, o0

t=k+1 Y
Uwaga.
Gdy k = 1 to metoda naiwna.
Gdy k = n tosrednia globalna.
Gdy k due toérednia ruchoma silniej wygtadza szereg czasowy jednoczénie wolniej
reaguje na zmiany poziomu badanego zjawiska.
Gdy k mate tgrednia ruchoma szybciej odzwierciedla zmiany zjawiecz wekszy wptyw
wywierajg na ng wahania przypadkowe.
Aby stosowa srednp ruchomy powinngmy zwykle dysponowaco najmniej kilkunastoma
danymi.
Bedziemy stosowazwykle k = 3 lub k = 5.

Srednia wazona.

k
Ustalamy wagi 0 < w< w; < ... £ Wy < 1 takie, ze ZWi =1 (oznacza toze do
i=1

wczeniejszych informacji przyvazujemy mniejsz wag).

Prognoz wyznaczamy na podstawie wzoru:

t
Ve = DO WY,

i=t—k+1
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Model Browna (prosty model wygtadzania wykfadniczego).

Zwykle stosujemy ten model dla szeregdéw czasowychstatym poziomie lub bardzo
stabym trendzie i umiarkowanych wahaniach przypadkaevych.

Model pozwala wyznaczyprognoz wg wzoru:
yl=ay,, +A-a)yl,, t=2,3,..,n+1

prognoza jest kombinacvypukly (Srednpg wazong) przesziej warteci zjawiska i przesziej
prognozy.a 0(01) — parametr wygtadzania.

Wartas¢ a dobieramy np. na podstawie kryterium najmniejszaigdu sredniokwadratowego
prognoz wygastycs* tzn. mins* (a) gdzie

st = \/ﬁtgl(yt - % (a)]2

J&li nie mamy maliwosci wyznaczenia optymalnej wagtm parametru wygtadzania zwykle
zaleca sj stosowania wartei 0,1 — 0,3.

Uwaga
Réwnowany wzor na prognazw tym modelu ma posta

YtD = ytD—l +a (Y, — ytlj—l)
zatem dla matyclar prognoza w matym stopniu uwzdhia bhd ex post prognoz przesziych.

Uwaga
Jako warté¢ y,’ przyjmujemy jedn z wartgci:
a) pierwsz wartai¢ szeregu czasowegy, =Y, ,

Sredni SCi n-Y17Y2TYs
b) srednia z trzech pocatkowych wartosci Szeregu czasowegoy, = 3 :
c) érednp z pieciu pocatkowych wartdci szeregu czasowegy, = iy, ¥ 3;3 Yt Y _

Model Browna jest rozwigtiem metodyrednich waonych.
Wagi malej wykfadniczo przy coraz starszych danych.
Wida¢ to gdy przeksztatcimy wzér na proggoa tym modelu:

Yo =Yy + A-a)Y,,
podstawiaic Y., = aY,, + L—a)y._, otrzymamy

Yo = QYps + L=0)@Y, . + A= Q)Y,0) =AYy HAL-0)Y,, + (L= 0) 7Y,
nastpnie podstawiajc yE_z =ay _,+@1-0a) yE_3 otrzymamy

yrlf| - ayn—l +a(1_0') yn—2 + (1_0')2(ayn_3 + (1_a)yr|?—3) -
=ay,, t a(l_a)Yn—z + a(l—a)2 Yns t (1_0')3 yE—a

ostatecznie
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0 — k
yn _ayn—l+a(1_a)yn—2+""+a(1_a) yn—k+1+"'
Wagi przy poszczegolnych elementach szeregu czasgae

a>al-a)>..>al-a)>..

stanowj kolejne wyrazy ¢jgu geometrycznego o iloraze<1l-a <1. Dla dwych n ich
suma jest prawie réwna 1 bowiem

a+all-a)+...+al-a) ro=—92 o

1-(1-a)

Uwaga.

a) jesli wygtadzenie szeregu czasowego (zwilaszcza digafua) nie jest zadawalage to
maozemy powysze wygtadzanie powtorzy

b) chocia dla matycha wygtadzenie jest lepsze, to nie zawsze wtedynaghniejszy id
sredniokwadratowy dla prognoz przeszitych, witiaw nasgpujacym przykitadzie

Przyktad, .

Liczba sprzedanycharéwek (tys. szt.) w hurtowni ,LUMEN” w kolejnychwartatach lat
1998-2000:

37, 36, 34, 33, 34, 33, 35, 34, 35, 38, 36

Badapc wielkos¢ bledu sredniokwadratowego dla xaych wartdci a otrzymamy:

a | 01 0,2 03| 04 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
btad | 1,47 ] 1,39] 1,36 13% 136 136 1,37 138 141

Jak wid& najlepsze (z tego punktu widzenia) wéciar s3 w przedziale 0,4 + 0,5.

btad sredniokwadratowy (zaleznos¢ od o)

1,48
1,46 \
1,44 \

o, 142 \\

3 140 /

1,38 \ e
1:36 \ /

1,34 T T T T 1

alfa

32



L.Kowalski-Modelowanie i prognozowanie

Szereg czasowy z trendem.

Model Holta.
Stosujemy dwa réwnania rekurencyjne:

| - stizy do wyznaczania wygtadzonych wastoszeregu czasowego w chwiili

Ft =ay, + (1_ a)(Ft—l + St—l)

Il - stuzy do wyznaczania wygtadzonych waitoprzyrostu trendu w chwiti
S =4(F-Fy)+A-p)S,
a, B0(01) - parametry wygtadzania.

Ich wartg¢ dobieramy np. na podstawie kryterium najmniejszilgdu sredniego prognoz
wygastych s* tzn.miﬁn s* (a,f) gdzie

§:J%§Xm—meﬂﬁ

t=1

Prognozy wygaste obliczamy wg wzoru

*
Y = Ft + St
Prognoz zmiennejY na okresT (T>n) T=n+1n+2 itd.
yT = |:n +(T _n)Sn
w szczegolngci dla T = n + 1 mamy:
yn+1 = |:n + Sn

(wszystkie kolejne prognozydeg na prostejy = Fn + X Sn)

Uwaga.
Poniewa Y, =F_ +S_; to
Fo=y +aly, - v) S =S +aB(y, - ;)
Wartcici pocatkoweF; i S wyznaczamy wg propozycji
Propozycja F1 S
1 Y1 0
2 Y1 Y>-Y1
3 Wyraz wolny liniowe] Wspotczynnik kierunkowy
funkcji trendu oszacowanyiniowej funkciji trendu
na podstawie np. kilkloszacowany na podstawie np.
pierwszych obserwaciji kilku pierwszych obserwacji
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SYMULACJE (analiza wariantowa)

Przyktad
Rozpatrzmy model pegjowy popytu oszacowany na podstawie danych z 80-P®01

Y =100X %X

Y - popyt (tys. szt/rok)
X1 - dochody o0s6b (zt/rok)
X, - cena (zt/szt)

Interpretacja parametrow.
Przy ustalonej cenie wzrost dochoddéw o 1% powoduaj@st popytu o 0,5%.

Przy ustalonych dochodach wzrost ceny o0 1% powashelek popytu o 1,5%.

Problemy.

a) Jaka powinna hywielkos¢ produkcji w 2002 roku aby nie byto zapaséw wigrjze
w 2002 roku dochody madyy¢ w granicach 10000 - 20000 a cena 6 - 87?

b) Jaka powinna kiycena w 2002 roku aby przy dochodach w granic&€9Q - 20000
sprzeda 600 000 szt?

Ad a)

Zaktadamyze parametry modelu nie zmigrsig. Poniewa funkcja modelu jest
monotoniczna ze wze¢llu na poszczegolne zmienne to do éler@a granic wielkéci
produkcji (popytu) wystarczy rozpatrzgolne i gérne granice zakresu zmiennych
objaniajacych.

Dla X; =10000, % =6 mamy Y= 680

Dla X; =10000, % =8 mamy Y=442

Dla X; =20000, %X=6 mamy Y= 962

Dla X; =20000, %=8 mamy Y=625

Zatem naley produkow& co najmniej 442 000 szt. (wariant pesymistycziup),co najwyej

962 000 szt. (wariant optymistyczny).
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Ad b)

Obliczamy z rownania modelu zmienK;
2

100X>° \3

X, = v

Dla X; = 10000, Y= 600 mamy = 6,52
Dla X; = 20000, Y= 600 mamy = 8,22
Zatem bezpieczna cena to 6,52 z#/szt. (wariantmesyczny).

Uwaga.
Jeili X 1, X, potraktujemy jako zmienne losowe o atomym rozktadzie to przez
generowanie losowych wasm tych zmiennych mima okragli¢ losowg wartas¢ popytu.

Zadanie.
Rozpatrzmy model pegowy popytu (jak wyej) oszacowany na podstawie danych z lat
1990-2001

Y = 20X 27X,

a) Poda interpretagj parametrow,

b) Jaka powinna kywielkos¢ produkcji w 2002 roku aby nie byto zapasow wigrjze
w 2002 roku dochody madyy¢ w granicach 20000 - 25000 a cena 3 - 47?

c) Jaka powinna kiycena w 2002 roku aby przy dochodach w granic&€9Q - 20000
sprzeda 8 000 000 szt?
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TEORIA GIER

Teoria gier to teoria podejmowania decyzji w inktyavnych sytuacjach konfliktu lub
wspotpracy. Poctkowo gry utazsamiano z grami towarzyskimi lub hazardowymi, ich
problematyls zajmowato sj wielu matematykow i filozoféw. Teoria gier jako iddzina
matematyki stosowanej zaistniata w 1944 rokueldzimonografii Johna von Neumanna
i Oskara Morgensterna "Theory of Games and EcondBabavior" i szybko znalazta
zastosowania w ekonomii, socjologii, psychologialdgii, informatyce, systemachdznaci,
naukach politycznych, wojskowa i ekologii. Ponowne zywione zainteresowanie tegri
gier nasipito po roku 1994 gdy trzech matematykow otrzymadgroad Nobla z ekonomii za

prace w tej dziedzinie (John Nash, John HarsaRginhard Selten).

Wprowadzenie, podstawowe paicia.

Przyjmuje s, ze w grze powinny uczestniczyprzynajmniej dwie osoby (patwa, firmy,
gatunki itd., uczestnikiem gry me tez by¢ natura). Kady uczestnik (gracz) ma pewhczbe
mozliwych sposobow rozegrania gry (strategii) . Wyrdgky jest okrélony przez uktad
strategii wybranych przez poszczegoélnych graczydgmu wynikowi gry odpowiada zestaw

wyptat dla poszczegdlnych graczy, odtegg one wynik gry .

Rozpatrzmy konkretne sytuacje, ktére mbg¢ analizowane przez teergier.

Przyktad 1
Graw orta (O) i reszk(R).
Gracz A wybiera orta lub resgkGracz B nie znaf wyboru gracza A wybiera rownierta
lub reszk. Jeli obydwaj wybrali to samo, gracz B wygrywa 1 zt gchcza A, w przeciwnym
przypadku gracz A wygrywa 1 zt od gracza B.

Rozpatrywan gre mazna zapis@w postaci drzewa (tzw. postakstensywna lub rozwigtia)
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(-1,1) (1,-1) (1,-1) (-1,1)

Liczby przy wierzchotkach kicowych oznaczajwartcsci wyptaty poszczegdinych graczy

(pierwsza liczba to wyptata gracza A, druga - gaalBy.

Drugi sposéb zapisu gry to postaacierzowa (postanormalna).

B
O R
{ O (-1, 1) 1, -1)
A
R (1, -1) (-1, 1)

lub krécej

{(—l 1) & -9

(l _1) (—l 1)} (tzw. zapis dwumacierzowy).

Poniewa suma wyptat w kadym przypadku wynosi zero ( gra 0 sumie zerowejzdpis
macierzowy tej gry mee by¢ jeszcze prostszy (uwzglniamy tylko wyptaty gracza A,

wyptaty gracza Bgdomyslnie liczbami przeciwnymi)
-1 1
1 —
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Przyktad 2
Dylemat weznia.
Dwaj osobnicy podejrzani o popetnienie pawego przespstwa zostali zatrzymani na
podstawie poszlakowych informacji i umieszczeni vddzoelnych pomieszczeniach.
Otrzymup propozycje wspoOtpracy z prowagym sledztwo. Zatrzymany, ktéry obggiy
drugiego z zatrzymanychetizie wolny, natomiast obgiony otrzyma wyrok 8 lat weienia.
Jezeli obaj przyzna sic do winy to dostana po 6 lat, gdgden s nie przyzna to zostan
skazani tylko za udziat w innym drobnym przgstwie na kary po roku wzienia. Kady
z zatrzymanych chce otrzythggak najnizszy wyrok i ma dwie strategie "przyzanaig”, "nie

przyzn& sig". Rozpatrywane zagadnienie ama zapis&w postaci macierzowej

{Fa—® Gaw}

(0. -8) (-1 -1)
Przyktad 3
Zmowa kartelowa.
Dwaj producenci wytwarzgjten sam towar. 3k zawrag porozumienie dotyere ceny
i wielkosci produkcji aby osigna¢ zysk maksymalny tag€zny zysk w wysoksri 200 tys zt
podzieh po réwno. Zwgkszenie produkcji grozi obrka ceny (zatem i zysku), ale firmy
wiedz, ze j&li tylko jedna firma zwgkszy produkagj to jej zysk wyniesie 150 tys zt a rywala,
ktory nie zmienit wielkéci produkcji tylko 40 tys zt. 3& jednak obie firmy zwksz
produkcg to otrzymag tylko po 50 tys zi.
Kazda z firm ma dwie strategie "wykohastalon produkcg”, "zwickszye produkcg ".
. Rozpatrywane zagadnienie jest podobne do "dylenwatznia" i mazna go zapisa

W postaci macierzowej

(100 100 (40, 150
{(15(1 40) (50, 50)}

Inne sytuacje prowadee do gier typu "dylemat winia" to np.
a) dwa konkurujce ze sob sklepy i strategie "obay¢ ceny”, "nie obnia¢ cen ", jako
wyptaty rozpatrujemy zyski poszczegolnych sklepow.
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b) dwa konkurujce ze sobp parstwa zaangeowane w wycig zbrojeé i strategie "zbrdi
si¢", "nie zbrot si¢ ", jako wyptaty rozpatrujemy zyski poszczegoIinyudastw uzyskane
w wyniku wygrania konfliktu.

Ogolnie przyjmuje i, ze gra jest typu "dylemat winia" gdy jej macierz ma posta

{(a, a) (b C)}

(c. b) (d, d)

gdzie c >d > a > b, oraz niekiedy dodatkowla (c+b)/2.

Zagadnienie porownywania i racjonalnego wyboru tegia rozpatrzymy analizg¢

nastpujaca gre rynkows.

Przyktad 4
Rozpatrzmy przyktad rywalizacji dwdéch producentdw B wytwarzapcych ten sam towar.
Kazda z firm ma dwie strategia ab; - "produkcja wysoka ", A, b, - " produkcja niska ".
Kazda z firm chce osgm¢ jak najwikszy zysk (wyptata). Poziom zysku w zalesci od

przyjetej strategii wyraa macierz tej gry.

by b,

a, [(300, 300 (300, 200)
a, {(200, 600) (500, 500)}

Pierwsza firma nie matrategii dominugcej, tj. takiej, ktéra niezalaie jak zachowa
si¢ druga firma pozwala agjng¢ najwyzszy zysk. Jdi bowiem firma B wybierze strateghb;
to firma A powinna wybrastrateg & (zysk 300 jest wikszy od zysku 200), §& natomiast
firma B wybierze strategib, to firma A powinna wybrastrategt & (zysk 500 jest wikszy
od zysku 300). Inaczej jest w przypadku drugiepfir ma ona strategidominupca by
bowiem bez wzgidu czy firma A wybierze strategie; czy & to firma B ma wgkszy zysk

w przypadku gdy zastosuje stratebi.
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Firma zachowuje si racjonalnie gdy maksymalizuje swoj zysk zgajzachowanie
konkurencyjnej firmy. Taki wybor strategii nazywamywnowag. W naszym przyktadzie
rownowaga zachodzi przy wyborze strategii la. Zauwamy, ze podana para strategii jest

jedyrng rbwnowag tej gry.

Jak wid& w przypadku ogéinym do prawidiowego okemnia gry, w ktorej uczestnigz
dwa podmioty(dwie firmy A i B, lub dwie osobpnAnia i Bartek, itd.) dwuosobowej (gra
w postacinormalnej) potrzebujemy czterech elementéw:

» Zbioru strategii gracza A,

» Zbioru strategii gracza B,

* Funkcji wyptaty gracza A,

» Funkcji wyptaty gracza B, oznaczmy

Jezeli gracz A ma m strategii, gracz B - n strategii jak widzielsmy w powyszych
przyktadach funke wyptaty mana zapisé&w postaci macierzy podwajnej (ewentualnie jako
par macierzy) o wymiarach m x n, na przggu i - tego wiersza oraz j - tej kolumny
wpisujemy pag wyptat (fa, fg) . Zamiast macierzy podwdjnej ewentualnie stosigeapis

W postaci pary macierzy.

W teorii gier tradycyjnie przyjmuje shastpujaca terminologe
» Podmioty uczestnicgce w grze nazywa g@igraczamj a ich rozwjzania (decyzje) -
strategiamj

» Operacja ktéra pozwala graczowi wybratasciwg strategs nazywa sj regulg gry.

Gracze klasyfikyj strategie za pomadunkcji oceniagcych je. Funkcje te w zataosci od
punktu widzenia nogznazwy:

* uzyteczndci,

*  wyptaty,

 straty,

* wydatkow (kosztow),

* przychodow (zyskéw).
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Bedziemy stosowanajczsciej funkcg wyptaty lub straty.
Rozpatrugc mazliwe strategie gracz stara ¢siminimalizowaé swoja strate czyli

maksymalizowa® swoja wyptate.

W niektorych przypadkach gracz umo nie by zdecydowany, kta@r strategs wybra i

uzalezni¢ wybor strategii od wyniku zdarzenia losowego (rgut moneta, kéxig itp.). Tak
wybrane strategie nazywang frategiami mieszanymiv odr@nieniu od zwyklych strategii
zwanych czystymi Zatem strategi mieszag gracza A bdziemy utasamiali z rozkladem

prawdopodobigstwa na zbiorze jego strategii czystych, .

Sa A an
p P Pn
lub krécej
p=(p., - s Py
gdzie Py Pr20 pt+..tp,=1

W Przyktadzie 4 strategia mieszana (1/4; 3/4) ozaage gracz A uyje strategii a
z prawdopodobigstwem 1/4 a strategipa prawdopodobigstwem 3/4; do losowego wyboru
strategii mae postay¢ sic czwordgcienry kostlky, urmg z trzema kulami biatymi i jednkulg

czarry lub generatorem liczb losowych.

Przyjrzyjmy se teraz bliej grom o sumie zerowej ( wtedy £ -fg), zapis takiej gry upraszcza
si¢, macierz wyptaty jest macieypojedyncaz, jest to macierz wyptaty gracza A.
W takich grach rownowagNasha wyznaczaesprasciej, okazuje i, ze jest ona rownowaa

istnieniupunktu siodtowego

Rozpatrzmy nagpujacy przyktad.
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Przyktad 5

Gra 0 macierzy wyptat
24 -2 2 O

10 2 14 -40
6 4 8 6
-32 0 0 32

ma rownowag Nasha, jest to para strategii { ,ab, ), daje ona graczowi A wypkat4, a
graczowi B wyptat -4.
Szukanie punktu rownowagi me utatwt nastpujgcy diagram na macierzy wyptat ( w

wierszach strzatki wskazupa element najmniejszy, w kolumnach na elementinkgzy).

by b, b b,
> <
a1
v =
ao o
R/
a3 A
v
da <

Do podobnego wyboru strategii mpgracze dadi w drodze nagpujgcego rozumowania.

a) Gracz A wieze gracz B chce zminimalizowawop strat, wobec tego przewidyg jego
wybor sam wybiera w kalym wierszu liczb najmniejsza ( w tym przykiadzie g to liczby
-2, -40, 4, -32).

Z drugiej strony gracz A chce maksymalizéwaswop wyptat, wobec tego wybiera
najwicksz liczbe sparod poprzednio wybranych (w tym przykiadzie jesli¢aba 4).

b) Gracz B wieze gracz A chce maksymalizovawop wyptat, wobec tego przewidyg
jego wybdér sam wybiera w kdym wierszu liczb najwickszy ( w tym przyktadzie s to
liczby 24, 4, 14, 32).

Lecz gracz B chce minimalizowa swop strat, wobec tego wybiera najmniejsiiczbe

sparod poprzednio wybranych (w tym przyktadzie jesli¢caba 4).
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min
24 -2 2 0 -2
10 2 14 -40| -40
6 4 8 6 [4] max

-32 0 0 32| -32
max24 [4 14 32
min

J&li rozumowanie a) i b) prowadzi do wyboru tych saimtrategii to wyznaczona waséo
macierzy wyptaty nazywamy punktem siodtowym. Tak bvany punkt wskazuje na
rownowag w tej grze.

Zatem punkt siodtowy spetnia warunek

min maxa; = maxmin a;
J [ ] |

Dostrzeony w tym przyktadzie zvgzek miedzy rownowagNasha i punktem siodtowym jest

powszechny bowiem zachodzi ngmijace twierdzenie dla gier o sumie zerowej..

Twierdzenie

Gra 0 macierzy wyptat [aj.j ]mxn ma rownowag Nasha w strategiach czystych wtedy i tylko

wtedy gdy istnieje punkt siodtowy tej gry.

Sg gry nie posiadape punktu siodtowego oraz gry w ktorych jestedj niz jeden punkt

siodtowy, s$wiadcz o tym nasipujace przyktady gier.

Przyktad 6

a) gra o macierzy wyptat
8 [4 10 [4]
4 2 -2 -40
6 [4 8 [4
-32 0 32 2
ma cztery punkty siodtowe (wykdione elementy macierzy)

4 -6
0 4
-10 20

43
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nie ma punktu siodtowego.

Jezeli jeden z graczy ma tylko dwie strategie tozemy poszukiwé punktu siodtowego
w zbiorze strategii mieszanych megodraficzry w nas¢pujacy sposéb (oméwimy go dla
Przyktadu 6):

Na dwdch réwnolegtych pionowych osiach oddalonych siebie o jednostk odktadamy

odpowiednio punkty z pierwszej i drugiej kolumny creazy wyptat. Nasfpnie hczymy

odcinkami punkty z tych samych wierszy.

20
4 4
f
0
-6
-1C
0 p 1

Wybieramy najniszy punkt na gornej tamanej (strategia minmaxutuigmy go na
odcinek [0, 1]. Rzut tego samego odcinka Kazdnych okréla wartag¢ gry f. Strategia
mieszana dla gracza Rdrie wyznaczona przez (p, 1-p) = (2/7, 5/7). Weirtgry f = 8/7.

Strategia mieszana dla A ma p@sta/7, 5/7, 0).
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DANE STATYSTYCZNE
DANE-1

Member States’ contribution to the Intra-EU27 trade

Wkiad pastw cztonkowskich
In 1000 million of ECU/EURO

2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008

EU-27-total 1805.8 1872.8 1897.4 19145 2071.8 22150 24973 26478 2701.7
Belgium 156.6 165.6 1724 1744 190.1 206.2 2241 2404 2494
Bulgaria 3.0 3.5 3.8 4.2 5.0 5.5 7.1 8.2 9.2
CzechRepublic 27.1 32.2 34.9 37.6 48.3 53.7 64.8 76.2 84.4
Denmark 39.2 40.1 42.4 41.3 43.8 48.4 52.4 52.6 55.6
Germany 386.6 406.0 4127 431.1 4723 501.6 5614 6239 633.0
Estonia 3.0 3.0 3.0 3.3 3.8 4.9 51 5.6 59
Ireland 54.3 59.4 61.6 51.2 53.0 56.2 54.8 56.3 53.7
Greece 7.9 8.1 6.7 7.7 7.9 8.6 10.6 11.2 11.0
Spain 91.1 96.9 99.4 103.9 109.2 1121 1211 130.8 1244
France 230.0 2319 2284 2311 239.8 2365 258.7 261.0 2595
Italy 160.2 166.6 1639 165.0 176.0 1837 2031 2154 2139
Cyprus 0.3 0.3 0.3 0.3 0.5 0.9 0.8 0.7 0.8
Latvia 1.6 1.8 1.9 2.0 2.5 3.2 3.6 4.4 4.7
Lithuania 29 3.5 3.8 3.9 5.0 6.2 7.2 8.1 9.7
Luxembourg 7.9 9.6 9.5 10.5 11.8 13.6 16.3 145 154
Hungary 255 28.5 30.8 32.1 37.1 40.9 47.5 55.0 57.1
Malta 0.9 11 1.0 1.0 1.0 1.0 11 11 0.9
Netherlands 2053 2100 2075 2104 2295 260.7 2923 3138 3387
Austria 54.8 59.2 62.3 64.7 70.0 72.3 78.4 86.7 88.8
Poland 27.9 32.6 35.3 38.9 48.5 56.5 69.7 80.7 88.5
Portugal 215 21.9 22.3 22.8 23.0 245 26.7 28.8 28.0
Romania 8.1 9.6 10.8 11.8 141 15.6 18.2 21.3 23.7
Slovenia 6.9 7.3 7.5 7.7 8.9 10.5 12.7 15.2 15.8
Slovakia 115 12.7 13.6 16.6 19.3 22.4 29.0 36.8 41.2
Finland 315 29.2 29.2 28.3 28.7 29.9 35.2 37.3 36.6
Sweden 56.9 49.8 50.5 53.0 58.5 62.1 70.8 75.4 74.9
UKingdom 1835 1824 1819 160.0 164.2 1774 2249 1864 1773
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DANE-2

Total general government expenditure
millions of euro
Suma wydatkow rdowych.

EU27
Belgium
Bulgaria
CzechRepublic
Denmark
Germany
Estonia
Ireland
Greece
Spain
France

Italy

Cyprus
Latvia
Lithuania
Luxembourg
Hungary
Malta
Netherlands
Austria
Poland
Portugal
Romania
Slovenia
Slovakia
Finland
Sweden
UnitedKingdom
Iceland
Norway

2000
4,161,480
123,784
5,831
25,715
93,002
930,400
2,225
32,983
64,406
246,542
744,253
550,032
3,728
3,172
4,835
8,270
24,203
1,730
184,612
108,175
76,293
52,740
15,638
10,016
11,213
63,871
148,132
625,679
3,944
77,232

2001
4,425,685
127,455
6,139
30,717
97,084
1,005,060
2,426
39,023
66,318
262,982
772,060
599,587
4,121
3,222
4,996
8,607
28,144
1,851
203,063
109,648
92,913
57,432
16,324
10,800
10,481
66,750
139,508
658,975
3,761
84,230

2002
4,640,864
133,567
6,697
37,047
100,839
1,030,840
2,781
43,773
70,614
283,597
815,144
613,734
4,496
3,533
5,228
9,964
36,284
1,937
214,960
111,512
92,703
59,945
17,020
11,365
11,703
70,222
149,923
701,438
4,193
96,029

2003
4,777,467
140,786
7,160
38,292
103,793
1,049,210
3,035
46,555
77,143
300,643
849,587
645,251
5,305
3,471
5,472
10,794
36,650
2,112
224,621
115,011
85,561
63,057
17,589
11,938
11,835
72,995
156,998
692,604
4,429
95,939

2004
4,968,727
143,385
7,891
39,838
107,531
1,041,210
3,290
50,215
84,317
327,015
883,073
664,303
5,445
3,998
6,052
11,684
40,248
2,053
226,403
125,720
87,053
67,040
20,460
12,439
12,807
76,267
159,849
759,143
4,696
94,616

2005 2006
5,184,519 5,406,515
157,731 154,235
8,606 9,217
45,070 49,737
109,507 112,759
1,050,450 1,052,290
3,775 4,481
54,644 60,298
85,593 90,020
349,383 377,876
921,454 952,121
688,306 723,388
5,952 6,375
4,630 6,127
6,958 8,053
12,570 13,083
44,420 46,718
2,143 2,235
229,965 246,356
122,004 127,194
106,107 119,194
71,009 71,944
26,698 34,489
12,998 13,823
14,692 16,447
78,986 81,343
162,694 169,604
808,176 857,112
5,539 5,545
102,310 108,600
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2007
5,649,660
161,882
11,979
54,180
115,488
1,070,090
5,418
68,128
100,353
407,849
991,196
739,945
6,724
7,586
9,933
13,550
50,279
2,321
256,918
131,824
130,815
74,697
45,296
14,627
18,861
84,980
174,055
900,688
6,312
116,297

2008
5,849,801
171,981
12,775
62,921
120,740
1,094,380
6,485
76,084
109,160
443,172
1,027,695
766,134
7,454
9,120
12,026
14,920
52,448
2,565
270,262
137,308
156,011
76,335
52,773
16,189
22,668
90,083
174,504
863,608
5,882
123,775
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DANE-3

Long term interest rates, annual averages

Diugoterminowe stopy procentowe (Srednia roczna)

2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008
EuropeanUnion 5.44 5.01 4.93 4.24 4.39 3.70 4.03 4.57 4.55
Belgium 5.59 5.13 4.99 4.18 4.15 3.43 3.82 4.33 4.42

Bulgaria : : 6.45 5.36 3.87 4.18 4,54 5.38
CzechRepublic 6.31 4.88 4,12 4.82 3.54 3.80 4.30 4.63
Denmark 5.64 5.08 5.06 4.31 4.30 3.40 3.81 4.29 4.28
Germany 5.26 4.80 478 4.07 4.04 3.35 3.76 4.22 3.98
Estonia 10.48 10.15 8.42 5.25 4.39 4.17 5.01 6.09 8.16
Ireland 5.51 5.01 5.01 4.13 4.08 3.33 3.77 431 4,53
Greece 6.10 5.30 5.12 4.27 4.26 3.59 4.07 4,50 4.80
Spain 5.53 5.12 4,96 4,12 4.10 3.39 3.78 431 4,37
France 5.39 4.94 4.86 4,13 4.10 3.41 3.80 4.30 4,23
Italy 5.58 5.19 5.03 4,25 4.26 3.56 4.05 4.49 4.68
Cyprus : 7.63 5.70 4.74 5.80 5.16 4.13 4.48 4.60
Latvia : 7.57 5.41 4.90 4.86 3.88 4.13 5.28 6.43
Lithuania : 8.15 6.06 5.32 4.50 3.70 4.08 4,55 5.61
Luxembourg 5.52 4.86 4.70 4.03 4.18 3.37 3.92 4.56 4.61
Hungary : 7.95 7.09 6.82 8.19 6.60 7.12 6.74 8.24
Malta : 6.19 5.82 5.04 4.69 4.56 4.32 4,72 4.81
Netherlands 5.40 4.96 4.89 4,12 4.10 3.37 3.78 4,29 4,23
Austria 5.56 5.07 4,97 4,15 4.15 3.39 3.80 4,29 4.26
Poland : 10.68 7.36 5.78 6.90 5.22 5.23 5.48 6.07
Portugal 5.59 5.16 5.01 4.18 4.14 3.44 3.91 4.42 4,52
Romania : : : : : : 7.23 7.13 7.70
Slovenia : 8.72 6.40 4.68 3.81 3.85 4,53 4.61
Slovakia : 8.04 6.94 4,99 5.03 3.52 4.41 4.49 4,72
Finland 5.48 5.04 4,98 4,13 4,11 3.35 3.78 4,29 4.29
Sweden 5.37 5.11 5.30 4.64 4.43 3.38 3.71 4,17 3.89

UnitedKingdom  5.33 5.01 491 4.58 4.93 4.46 4.37 5.06 4.50
United States 6.03 5.01 4.60 4.00 4.26 4.28 4.79 4.63 3.65
Japan 1.76 1.34 1.27 0.99 1.50 1.39 1.74 1.68 1.49
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DANE-4
Euro exchange rates, annual averages (1 € = ... National currency)
Kursy walut.

2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008
czk  Czech Koruna 35,599 34.068 30.804 31.846 31.891 29.782 28.342 27.766  24.946
dkk  Danish Krone 7.454 7.452 7.431 7.431 7.440 7.452 7.459 7.451 7.456
eek  Estonian Kroon 15.647 15.647 15.647 15.647 15.647 15.647 15647 15.647 15.647
vl Latvian Lats 0.559 0.560 0.581 0.641 0.665 0.696 0.696 0.700 0.703
Il Lithuanian Litas 3.695 3.582 3.459 3.453 3.453 3.453 3.453 3.453 3.453
huf  Hungarian forint 260.04 25659 242.96 253.62 251.66 248.05 264.26 25135 25151
pin Polish Zloty 4.008 3.672 3.857 4.400 4.527 4.023 3.896 3.784 3.512
skk  Slovak Koruna 42,602 43,3 42,694 41,489 40,022 38,599 37,234 33,775 31,262
sek  Swedish Krona 8.445 9.255 9.161 9.124 9.124 9.282 9.254 9.250 9.615
ghp UK PoundSt  0.609 0.622 0.629 0.692 0.679 0.684 0.682 0.684 0.796
isk Iceland Krona 72.58 87.42 86.18 86.65 87.14 78.23 87.76 87.63 143.83
nok Norwegian Krone 8.113 8.048 7.509 8.003 8.370 8.009 8.047 8.017 8.224
chf Swiss Franc 1.558 1.511 1.467 1.521 1.544 1.548 1.573 1.643 1.587
bgn Bulgarian Lev 1.952 1.948 1.949 1.949 1.953 1.956 1.956 1.956 1.956
ron Romanian leu 1.992 2.600 3.127 3.755 4.051 3.621 3.526 3.333 3.678
ipy Japan Yen 99.47 108.68 118.06 130.97 134.44 136.85 146.02 161.25 152.45
usd  UnitedStates  Dollar 0.924 0.896 0.946 1.131 1.244 1.244 1.256 1.371 1.471
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DANE-5
Employment levels (thousand persons)

Poziom zatrudnienia
2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008
eu27 EuropeanUnion 211,460 212,239 213,022 214,489 216,557 220,102 224,143 226,208

ealbs Euroarea 135,770 136,753 137,338 138,452 139,779 142,048 144,653 145,768
be Belgium 4,150 4,144 4,146 4,175 4,229 4,288 4,365 4,436
bg Bulgaria 3,215 3,222 3,317 3,403 3,495 3,612 3,714 3,836
cz CzechRepublic 4,963 4,991 4,923 4,940 4,992 5,072 5,207 5,268
dk Denmark 2,785 2,786 2,756 2,739 2,767 2,822 2,898 2,928
de Germany 39,316 39,096 38,726 38,880 38,851 39,097 39,768 40,330
ee Estonia 577 584 593 593 604 637 642 643

ie Ireland 1,748 1,779 1,814 1,870 1,958 2,042 2,115 2,096
ar Greece 4,261 4,356 4,401 4,503 4,546 4,642 4,702 4,759
es Spain 16,931 17,338 17,878 18,510 19,267 20,024 20,626 20,532
fr France 24,765 24,919 24,950 24,977 25,116 25,362 25,705 25,841
it Italy 23,393 23,793 24,150 24,256 24,396 24,874 25,184 25,263
cy Cyprus 322 328 341 354 366 373 385 395

Iv Latvia 965 980 997 1,008 1,026 1,074 1,112 1,120
It Lithuania 1,346 1,395 1,426 1,425 1,461 1,487 1,529 1,522
lu Luxembourg 278 287 293 299 308 319 333 349

hu Hungary 3,855 3,856 3,906 3,880 3,880 3,905 3,900 3,855
mt Malta 149 150 151 150 152 154 159 163

nl Netherlands 8,282 8,324 8,283 8,211 8,252 8,404 8,613 8,743
at Austria 3,816 3,812 3,809 3,862 3,919 3,974 4,046 4,117
pl Poland 15,242 14,960 13,606 13,773 14,075 14,530 15,174 15,783
pt Portugal 5,121 5,151 5,122 5,117 5,100 5,126 5,125 5,147
ro Romania : 9,574 9,569 9,410 9,267 9,331 9,372 9,396
Si Slovenia 909 923 919 922 921 935 963 990

sk Slovakia 2,037 2,038 2,060 2,056 2,084 2,132 2,177 2,237
fi Finland 2,331 2,353 2,356 2,365 2,397 2,440 2,493 2,530
se Sweden 4,391 4,393 4,368 4,337 4,349 4,423 4,518 4,559
uk UnitedKingdom 27,711 27,922 28,189 28,489 28,779 29,030 29,226 29,439
hr Croatia 1,465 1,526 1,535 1,561 1,573 1,564 1,618 1,635
mk Macedonia 483 480 471 460 470 485 506 522

no Norway 2,328 2,337 2,313 2,323 2,352 2,437 2,538 2,616
ch Switzerland 4,155 4,173 4,167 4,178 4,196 4,291 4,347 4,377
us UnitedStates 139,222 138,807 140,084 141,569 143,980 146,678 148,295 147,603
ip Japan 64,761 63,747 63,539 63,676 63,918 64,198 64,500 64,228
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DANE-6

Supply, transformation - oil - monthly data, Crude oil and Petroleum Products, Thousands of tons
geol/time 2009M01 | 2009M02 2009M03 | 2009M04 | 2009M05 | 2009M06 | 2009M0O7 | 2009M08
EUnion (27) 9451 8660 9131 9259 8884 8647 8800 7216
Belgium - - - - - - - -

Bulgaria 2 2 2 2 2 2 2 2
Czech Republic 31 31 35 30 33 33 38 38
Denmark 1201 1067 1140 1110 1081 1066 1112 1061
Germany 374 355 424 391 378 376 391 379
Estonia - - - - - - - -

Ireland - - - - - - - -

Greece 5 5 0 0 1 0 0 10
Spain 47 15 9 8 8 9 12 11
France 200 198 208 224 189 216 242 193
Italy 466 391 496 474 468 411 400 458
Cyprus - - - - - - - -

Latvia - - - - - - - -
Lithuania 14 11 14 16 15 16 17 15
Luxembourg - - - - - - - -

Hungary 116 98 143 102 104 99 96 109
Netherlands 189 190 -220 185 173 146 184 167
Austria 83 77 86 77 77 78 77 77
Poland 60 53 57 54 57 56 42 41
Portugal - - - - - - - -

Romania 399 379 375 383 328 364 379 385
Slovenia - - - - - - - -

Slovakia 10 11 12 12 12 14 12 22
Finland - - - - - - - -

Sweden - - - - - - - -

United Kingdom 6254 5778 6349 6191 5958 5760 5796 4248
Croatia 81 73 81 77 81 78 80 78
Turkey 166 160 203 198 205 200 216 215
Norway 9314 8689 9756 8929 8397 7703 9201 8099
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DANE-7

Students (1 000),
Liczba studentow

1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007
EU (27 countries) 15013,2| 15569,5| 15920,8| 16517,3| 17139,3| 17761,8| 18232,9| 18530,2 | 18782,5| 18884,2
Belgium : 351,8 355,7 359,3 367 374,7 386,1 389,5 394,4 393,7
Bulgaria 260,5 270,1 261,3 247 228,4 230,5 228,5 237,9 243,5 258,7
Czech Republic 215 231,2 253,7 260 284,5 287 318,9 336,3 337,4 362,6
Denmark 183,3 190 189,2 190,8 195,3 201,7 217,1 232,3 228,9 232,2
Germany 2097,7 2087 | 2054,8| 2083,9| 2159,7| 2242,4| 2330,5| 2268,7| 2289,5| 2278,9
Estonia 43,1 48,7 53,6 57,8 60,6 63,6 65,7 67,8 68,3 68,8
Ireland 142.8 1511 160,6 166,6 176,3 181,6 188,3 186,6 186 190,3
Greece 374,1 387,9 422,3 478,2 529,2 561,5 597 646,6 653 602,9
Spain 1746,2 1786,8 1829| 1833,5| 1832,8| 1840,6| 1839,9| 1809,4| 1789,3| 17775
France 2027,4 2012,2| 2015,3| 2031,7| 2029,2| 2119,1| 2160,3| 2187,4| 2201,2| 2179,5
Italy 1869,1 1797,2 1770| 1812,3| 1854,2| 1913,4| 1986,5 2015 2029 | 2033,6
Cyprus : 10,8 10,4 11,9 13,9 18,3 20,8 20,1 20,6 22,2
Latvia 70,2 82 91,2 102,8 110,5 118,9 127,7 130,7 131,1 129,5
Lithuania 96,4 107,4 121,9 135,9 148,8 167,6 182,7 195,4 198,9 199,9
Luxembourg 1,8 2,7 2,4 2,5 3 3,1 : : 2,7 :
Hungary 2547 279,4 307,1 330,5 354,4 390,5 422,2 436 438,7 431,6
Malta : 5,8 6,3 7,4 7.3 8,9 7.9 9,4 8,9 9,8
Netherlands 461,4 469,9 487,6 504 516,8 526,8 543,4 565 579,6 590,1
Austria 247,5 252,9 261,2 264,7 223,7 229,8 238,5 244,4 253,1 261
Poland 11911 1399,1| 1579,6 1775| 1906,3| 1983,4| 2044,3| 2118,1| 2145,7| 21469
Portugal 351,8 356,8 373,7 387,7 396,6 400,8 395,1 380,9 367,3 366,7
Romania 360,6 407,7 452,6 533,2 582,2 643,9 685,7 738,8 835 928,2
Slovenia 68,1 79,1 83,8 91,5 99,2 1015 104,4 1122 114,8 115,9
Slovakia 112,8 1229 135,9 143,9 152,2 158,1 164,7 181,4 197,9 218
Finland 250 262,9 270,2 279,6 283,8 291,7 299,9 306 309 309,2
Sweden 280,7 335,1 346,9 358 382,9 414,7 429,6 426,7 422,6 413,7
United Kingdom 1938,4 2081 | 2024,1| 2067,3| 2240,7| 2287,8| 2247,4| 2287,5| 2336,1| 2362,8
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Croatia : : : : 121,7 126,3 134,7 136,6 140
Macedonia 32 35,1 36,9 40,2 447 45,6 46,6 49,4 48,4 58,2
Turkey : 1464,7| 1015,4| 1607,4| 1677,9| 1918,5| 1972,7| 2106,4| 2342,9| 24537
Iceland 8,1 8,5 9,7 10,2 11,6 13,3 14,7 15,2 15,7 15,8
Liechtenstein : : 0,5 : : 0,4 0,5 0,5 0,6 0,7
Norway 183 187,5 190,9 190,1 197,1 212,4 213,8 213,9 214,7 215,2
Switzerland : : : : 170,1 186 195,9 199,7 205 213,1
United States 13284 13769,4 | 13202,9 | 13595,6 15928 | 16611,7 | 16900,5 17272 | 17487,5| 17758,9
Japan 3963,7 3940,8| 3982,1| 3972,5| 3966,7| 3984,4| 4031,6| 4038,3| 4084,9| 4032,6
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DANE-8

Prison population

1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007

Belgium 8176 7889 8688 8544 8605 9308 9249 9330 9573 9950
Bulgaria 10779 10787 9424 9283 9607 10056 10935 11399 11452 10792
Czech Republic 22085 23395| 22418 20971 16597 17180 18303 19003 18904 19110
Denmark 3422 3477 3382 3236 3435 3641 3767 4041 3932 3646
Germany 69917 69214 70252 70203 75025 79183 79329 79519 77166 73319
Estonia 4791 4379 4679 4803 4775 4352 4575 4410 4310 3486
Ireland 2620 2741 2887 3025 3028 2986 3138 3022 3053 |:

Greece 7129 7525 8038 8343 8284 8555 8760 9871 10280 |:

Spain 44747 45384 | 45309| 46594| 50537 54497 58087 60707 64215 67100
France 53667 53948 | 48835| 47005| 53463 55407 59246| 59197 59522 60403
Italy 49173 52870| 54039 55751| 55670 54237 56068 | 59523 39005 48693
Cyprus 226 247 287 369 351 355 546 536 599 671
Latvia 10070 8815 8831 8673 8358 8222 7666 6998 6636 6548
Lithuania 13813 14207 8667 10750 11345 8957 7838 7951 7982 7770
Luxembourg 392 386 400 341 391 455 577 735 738 666
Hungary 14366 15110 15539 17275 17838 16507 16543 15720 14740 14743
Malta 260 230 246 257 283 278 277 294 376 382
Netherlands 11760 11870 11760 12410 13060 13980 16455 17600 16230 14450
Austria 6891 6877 6896 6915 7511 7816 9000 8955 8780 8887
Poland 59180 54842 65336 80004 | 80990 80692 79344 | 82656 87669 90199
Portugal 14330 13086 12728 13210 13772 13635 12956 12687 12446 11587
Romania 52149 49790 | 48267 | 49840| 48075 42815 39031| 36700 34038 29390
Slovenia 793 935 1136 1155 1120 1099 1126 1132 1127 1336
Slovakia 6897 6904 7136 7509 7849 8829 9504 9289 8657 8235
Finland 2772 2663 2887 3110 3469 3463 3535 3883 3477 3370
Sweden 5290 5484 5678 6089 6506 6755 7332 7021 7153 6740
Scotland 6029 5975 5883 6186 6475 6621 6779 6857 7183 7376
Northern Ireland 1454 1158 1011 872 1029 1128 1219 1325 1501 1484
Croatia : : 2623 2679 2641 2803 3010 3485 3833 4290
Macedonia 1121 1238 1425 1398 1291 1545 1791 2081 2090 | :
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Turkey 60096 67676 50628 55804 59512 63796 58016 55966 70524 90732
Iceland : 78 110 107 112 115 119 119 115
Liechtenstein 65 71 69 86 67 67 59 62 48 38
Norway 2466 2512 2548 2762 2832 2944 3028 3124 3250 3420
Switzerland 5648 5818 5727 5137 4937 5214 5977 6137 5888 5715
Montenegro 671 669 715 744 802 816 852 961
Serbia : : : : : : 7653 8078 7862 8970
Russian Federation 996913 | 1006085| 923600| 979285| 860640| 847004| 763054 | 797400 |: :

South Africa 143003 158682 | 166587 | 172203 | 181553| 184576| 186467 | 175704| 157995 164957
Canada 36971 35552 35533 35736 35868 34154 34244 | . : :

United States 1816931 | 1893115|1935753 (1961247 | 2033331 | 2081580 | 2135335 | 2183152 | 2245189 2375615
Japan 51986 53947 58747 63415 67354 71889 75289 77932 :

Australia 19906 21538 21714 22458 22492 23555 24171 25353 25790 25224
New Zealand 5450 5661 5720 5887 5738 6059 6556 7159 7686 8235
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