
Szereg czasowy z trendem. 
Model Holta. 

Stosujemy dwa równania rekurencyjne: 
 

I - słu�y do wyznaczania wygładzonych warto�ci szeregu czasowego w 
chwili t 

 

))(1( 11 −− +−+= tttt SFyF αα  
II - słu�y do wyznaczania wygładzonych warto�ci przyrostu trendu w 
chwili t 
 

11 )1()( −− −+−= tttt SFFS ββ  
 

1,0∈βα  ,  - parametry wygładzania. 
 
Ich warto�� dobieramy np. na podstawie kryterium najmniejszego bł�du 
�redniego  prognoz wygasłych s* tzn. ),(*min

,
βα

βα
s  gdzie 

( )�
=

−=
n

t
tt yy

n
s

1

2* ),(
1

* βα  

Prognozy wygasłe obliczamy wg wzoru 

ttt SFy +=+
*

1  
Prognoz� zmiennej Y na okres T (T>n)   2,1 ++= nnT   itd. 

nnT SnTFy )(* −+=  
w szczególno�ci dla T = n + 1 mamy: 

nnn SFy +=+
*

1  

(wszystkie kolejne prognozy le�� na prostej nn SxFy ⋅+= ) 
 
Uwaga. 

Poniewa� 11
*

−− += ttt SFy  to 

)( **
tttt yyyF −+= α   )( *

1 tttt yySS −+= − αβ  
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Warto�ci pocz�tkowe F1 i S1 wyznaczamy wg propozycji 
Propozycja F1 S1 

1 y1 0 

2 y1 y2-y1 
3 Wyraz wolny liniowej 

funkcji trendu oszacowany 
na podstawie np. kilku 
pierwszych obserwacji 

Współczynnik kierunkowy 
liniowej funkcji trendu 
oszacowany na podstawie np. 
kilku pierwszych obserwacji 

 

Przykład: 
Warto�� usług firmy „X” w kolejnych kwartałach 2001 ÷ 2003 i trzech 
pierwszych kwartałach 2004:  
 

37, 41, 40, 41, 45, 42, 46, 48, 47, 53, 58, 67, 79, 85, 88 (tys. zł) 
 

a) wyznaczy� prognozy na IV kwartał 2004 
b) oceni� jako�� prognozy. 
Przyjmiemy F1 = y1 = 37 
Przyjmiemy S1 = y2 – y1 = 41 – 37 = 4 
Model Holta zastosujemy dla α =0,95 i β = 0,45 

kwartał yt Ft St yt
*=Ft-1+St-1 (yt-yt

*)2 
t

tt

y

yy ∗−
 

1 37 37,0 4,0    
2 41 41,0 4,0 41,0   
3 40 40,3 1,9 45,0 25,0 0,1 
4 41 41,1 1,4 42,1 1,2 0,0 
5 45 44,9 2,5 42,4 6,5 0,1 
6 42 42,3 0,2 47,4 28,6 0,1 
7 46 45,8 1,7 42,5 12,5 0,1 
8 48 48,0 1,9 47,5 0,2 0,0 
9 47 47,1 0,7 49,9 8,3 0,1 

10 53 52,7 2,9 47,8 26,8 0,1 
11 58 57,9 3,9 55,6 5,6 0,0 
12 67 66,7 6,1 61,8 27,2 0,1 
13 79 78,7 8,8 72,9 37,6 0,1 
14 85 85,1 7,7 87,4 6,0 0,0 
15 88 88,2 5,6 92,8 23,3 0,1 
16    93,9   

suma     209,0 0,9 
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Dziel�c bł�d �redniokwadratowy przez wielko�� prognozy otrzymamy 
�redniokwadratowy bł�d wzgl�dny prognozy. 
Dopuszczalno�� prognozy oceniamy u�redniaj�c warto�ci obliczone w ostatniej 
kolumnie (otrzymamy �redni bł�d wzgl�dny). 

 s* �redniokw.  bł. 
wzgl. prognozy 

 �redni 
bł�d wzgl�dny 

  

 4,0 4,27%  6,6%   

 

Szereg czasowy wyj�ciowy i wygładzony prezentujemy na wykresie. 
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Aby porówna� bł�dy dla ró�nych warto�ci α i β wykonajmy zestawienie bł�dów �redniokwadratowych s* dla  warto�ci α i β ze skokiem 0,05. 

beta 
alfa 

0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5 0,55 0,6 0,65 0,7 0,75 0,8 0,85 0,9 0,95 

0,05 10,89 10,69 10,54 10,45 10,40 10,40 10,42 10,48 10,56 10,66 10,78 10,91 11,05 11,19 11,34 11,48 11,63 11,78 11,92 

0,1 9,52 9,51 9,60 9,76 9,97 10,20 10,44 10,67 10,89 11,10 11,28 11,45 11,58 11,69 11,78 11,84 11,88 11,89 11,89 

0,15 8,78 8,96 9,22 9,51 9,79 10,04 10,26 10,43 10,56 10,64 10,68 10,68 10,64 10,58 10,48 10,37 10,23 10,07 9,90 

0,2 8,25 8,54 8,85 9,13 9,35 9,52 9,62 9,66 9,64 9,58 9,47 9,34 9,17 8,99 8,79 8,50 8,37 8,15 7,94 

0,25 7,80 8,11 8,39 8,60 8,73 8,79 8,77 8,69 8,57 8,41 8,22 8,02 7,80 7,58 7,36 7,14 6,93 6,73 6,54 

0,3 7,36 7,66 7,88 8,01 8,05 8,01 7,91 7,76 7,58 7,37 7,16 6,94 6,72 6,51 6,31 6,13 5,95 5,79 5,65 

0,35 6,95 7,20 7,36 7,41 7,38 7,28 7,13 6,95 6,74 6,53 6,33 6,12 5,94 5,76 5,60 5,45 5,32 5,21 5,10 

0,4 6,56 6,76 6,86 6,86 6,78 6,64 6,47 6,28 6,08 5,89 5,71 5,54 5,38 5,24 5,12 5,01 4,92 4,84 4,78 

0,45 6,20 6,36 6,41 6,37 6,26 6,11 5,93 5,75 5,57 5,40 5,25 5,11 4,99 4,89 4,80 4,73 4,67 4,62 4,58 

0,5 5,87 5,99 6,00 5,94 5,81 5,66 5,50 5,33 5,18 5,04 4,92 4,81 4,72 4,65 4,58 4,53 4,50 4,47 4,44 

0,55 5,57 5,66 5,65 5,57 5,44 5,30 5,15 5,01 4,88 4,77 4,67 4,59 4,52 4,47 4,43 4,40 4,37 4,36 4,34 

0,6 5,31 5,37 5,34 5,26 5,13 5,00 4,87 4,75 4,65 4,56 4,48 4,43 4,38 4,34 4,31 4,29 4,28 4,27 4,26 

0,65 5,07 5,12 5,08 4,99 4,88 4,76 4,65 4,55 4,47 4,40 4,34 4,30 4,27 4,24 4,22 4,21 4,20 4,19 4,19 

0,7 4,87 4,90 4,86 4,77 4,67 4,57 4,47 4,39 4,33 4,28 4,23 4,20 4,18 4,17 4,15 4,15 4,14 4,14 4,14 

0,75 4,68 4,71 4,66 4,59 4,50 4,41 4,33 4,27 4,22 4,18 4,15 4,13 4,12 4,11 4,10 4,10 4,10 4,11 4,11 

0,8 4,53 4,54 4,50 4,43 4,36 4,29 4,22 4,17 4,14 4,11 4,09 4,08 4,07 4,07 4,08 4,08 4,09 4,11 4,12 

0,85 4,39 4,40 4,37 4,31 4,24 4,18 4,14 4,10 4,07 4,06 4,05 4,05 4,05 4,06 4,07 4,09 4,11 4,14 4,16 

0,9 4,27 4,29 4,25 4,20 4,15 4,11 4,07 4,05 4,03 4,03 4,03 4,04 4,05 4,07 4,09 4,12 4,16 4,19 4,24 

0,95 4,18 4,19 4,16 4,12 4,08 4,05 4,03 4,01 4,01 4,01 4,03 4,05 4,07 4,10 4,14 4,18 4,23 4,28 4,34 

Jak wida� najmniejszy bł�d �redniokwadratowych s*  otrzymujemy dla warto�ci α = 0,95 i β = 0,45. 

Wyniki te mo�na zilustrowa� graficznie. 
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 Wykres bł�dów �redniokwadratowych s* dla ró�nych warto�ci α i β . 
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Modele ze składow� przypadkow�, trendem i wahaniami 
sezonowymi. 
 

Model Wintersa. 
 
Stosujemy dwa modele: 
a) model multiplikatywny, 

(stosujemy najcz��ciej gdy poziom waha� sezonowych wokół trendu 
ro�nie (maleje), dokładniej gdy wzgl�dny poziom waha� sezonowych 
jest w przybli�eniu stały) 

b) model addytywny, 
(stosujemy najcz��ciej gdy poziom waha� sezonowych wokół słabego 
trendu lub stałego poziomu nie zmienia si�, tzn. gdy bezwzgl�dny 
poziom waha� sezonowych jest w przybli�eniu stały) 

 
Model multiplikatywny. 

Prognoz� wyznaczamy w sposób sekwencyjny korzystaj�c z trzech 
parametrów wygładzania  
 
Prognoz� zmiennej Y na okres T (T>n)   2,1 ++= nnT   itd. 
Wyznaczamy na podstawie wzoru: 
 

( ) rTnnT CSnTFy −−+= )(*
 

 
w szczególno�ci prognoz� bie��c� wyznaczamy nast�puj�co: 
 

( ) rtttt CSFy −−− += 11
*

 
gdzie 
r - liczba faz cyklu (długo�� cyklu sezonowego) 
oraz 

))(1( 11 −−
−

+−+= tt
rt

t
t SF

C
y

F αα  (słu�y do wygładzonej oceny 

warto�ci zjawiska) 
 

11 )1()( −− −+−= tttt SFFS ββ  (słu�y do wygładzonej oceny 
warto�ci przyrostu trendu) 
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rt
t

t
t C

F
y

C −−+= )1( γγ    (słu�y do wygładzonej oceny 

sezonowo�ci) 
 

1,0, ∈γβα  ,  - parametry wygładzania. 
Ich warto�� dobieramy np. na podstawie kryterium najmniejszego bł�du 
�redniego  prognoz wygasłych s* tzn. ),,(*min

,
γβα

βα
s  gdzie 

( )�
=

−=
n

t
tt yy

n
s

1

2* ),,(
1

* γβα . 

 
 
Warto�ci pocz�tkowe Fr+1 , Sr+1, C1 , C2 , ... , Cr ,  wyznaczamy nast�puj�co 

- dla F przyjmuje si� warto�� z szeregu czasowego odpowiadaj�c� 

pierwszej fazie drugiego cyklu tzn: Fr+1 = yr+1  lub warto�� �redni� z 

pierwszego cyklu. 

- Dla S przyjmuje si� ró�nic� �rednich warto�ci z drugiego i 

pierwszego cyklu  lub zero. 

- Dla  C (w poszczególnych fazach I cyklu) przyjmuje si� ilorazy 

warto�ci zmiennej z I cyklu w odniesieniu do �redniej warto�ci w I 

cyklu,  

( ) ( )
r

yyy
y

C

r
yyy

y
C

r

r
r

r +++
=

+++
=

...
....;;

... 2121

1
1  

lub przyj�� 1. 
 

Uwaga. 

C1 + C2 + ...+ Cr = r 
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Model addytywny. 
 
Prognoz� wyznaczamy w sposób sekwencyjny korzystaj�c z trzech 
parametrów wygładzania  
 
Prognoz� zmiennej Y na okres T (T > n)   2,1 ++= nnT   itd. 
Wyznaczamy na podstawie wzoru: 
 

rTnnT CSnTFy −+−+= )(*
 

 
gdzie 
r - liczba faz cyklu (długo�� cyklu sezonowego) 
oraz 

( ) ))(1( 11 −−− +−+−= ttrttt SFCyF αα  (słu�y do wygładzonej oceny 
warto�ci �redniej) 

 

11 )1()( −− −+−= tttt SFFS ββ  (słu�y do wygładzonej oceny 
warto�ci przyrostu trendu) 

 
( ) rtttt CFyC −−+−= )1( γγ   (słu�y do wygładzonej oceny 

sezonowo�ci) 
 

1,0, ∈γβα  ,  - parametry wygładzania. Dobór parametrów jak dla 

modelu multiplikatywnego. 

 
Warto�ci pocz�tkowe Fr+1 , Sr+1,   wyznaczamy jak dla modelu 

multiplikatywnego. Natomiast 

( ) ( )
r

yyy
yC

r
yyy

yC r
rr

r +++−=+++−= ...
....;;

... 2121
11  

Uwaga. 

C1 + C2 + ...+ Cr = 0 
 

 


