Modele nieliniowe

MODELE NIELINIOWE

Przyklad. (model liniowy i nieliniowy - poréwnanie).
Kwartalna sprzedaz zelazek w latach 1996 - 1999 wynosita:
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Wyznacz prognozeg na trzeci kwartat roku 1999.

Z wykresu wida¢, ze trend jest rosnacy lecz coraz wolniejszy (wzgledne nasycenie rynku)
zatem zamiast trendu liniowego nalezy zastosowac trend nieliniowy o malejacym tempie

wzrostu np. model potggowy y = at” (0<b<1).

Logarytmujac model potegowy y = at” otrzymamy Iny = Ina + blnt a po podstawieniu

t'=Int; y'=Iny; a'=Ina otrzymamy model liniowy y'=a'+b't".

Wykres par (Int, Iny) potwierdza trafnos¢ wybranego modelu.

kwartalna sprzedaz zelazek
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t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 12 | 13 | 14
Int 0 |0,69( 1,1 1,39|1,61(1,79|1,95(2,08| 2,2 | 2,3 | 2,4 |2,48|2,56|2,64
Iny ]3,81(3,97(4,04(4,13|4,16(4,22|4,17 (4,22| 4,2 (4,23 (4,28 |4,25|4,29 4,32

Oszacowany model liniowy ma postac:
y =3,846+0,177¢

Oszacowany model potggowy ma postac:

=468

* 0,177 _
Zatem prognoza punktowa wyniesie Y5 = 46,815 =175,6
Problem: wyznaczy¢ prognoz¢ punktowa na 16 kwartat.
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Model liniowy wzgledem parametrow.

Y =by+b,f,(X)+..+b [ (X))

f1, ..., fx - funkcje réznowartosciowe.

Podstawiajac Z; = fi(X)) i=1, ..,k otrzymamy model liniowy:
Y=b,+bZ +..+b Z,

Przyklad. (model paraboliczny).
5 2
Y=b0+b1X +b2X b, #0,

podstawiajac

Z:1=X, Zp= X2 , otrzymamy model liniowy

Y =b,+bZ, +b,Z,

Przyktad. (model hiperboliczny).

A b
Y:bo+}1 X >0 b # 0,

podstawiajac

Z =1/X, otrzymamy model liniowy

Y =b, +b,Z,

Przyklad. (model logarytmiczny).
Y=b,+blnX  X>0 by %0,

podstawiajac

Z =InX, otrzymamy model liniowy

Y =b,+bZ,
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Model linearyzowany.
Model linearyzowany to taki model dla ktérego istnieje jednoznaczne przeksztalcenie

obu jego stron takie, ze otrzymamy model liniowy lub liniowy wzgledem parametrow.

Przykiad. (model wykladniczy).

A

b X
Y=b,p" bo,p>0, p#1

ogolnie

5 b X, +..+b X,
Y =b,p

Linearyzacja polega na obustronnym zlogarytmowaniu modelu wyj$ciowego (najlepiej

zastosowac logarytm o podstawie p) i podstawieniu

~ A A

b, =log,b,, Z=log,Y,
otrzymamy model liniowy

Z=b +bX, +..+b X,

Przyklad. (model potggowy).
% b
Y — b()X : b(), X > 0,

ogolnie

Y=bX"X,".X"

Linearyzacja polega na obustronnym zlogarytmowaniu modelu wyj$ciowego (najlepiej

zastosowac logarytm naturalny - o podstawie e) i podstawieniu
by=Inb,, Z,=InX,, Z=InY,

otrzymamy model liniowy

~

Z=by+bZ +..+b7Z,
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Estymacja parametrow funkcji regresji krzywoliniowej.
Parametry wybranej funkcji nieliniowej wyznacza si¢ tez bezposrednio metoda najmniejszych
kwadratéw, korzystajac z odpowiedniego uktadu réwnan normalnych.

Funkcja wielomianowa.
$,=b, +bx+bx* +..+bx"

Jej parametry by, ...,bx wyznaczamy rozwiazujac uktad réwnan normalnych ktéry ma postac:

nb, +[Zx,. jb‘ +(fo)b2 ++(Zx" )bk = Zi:yi
(in jbo + (sz jb‘ + [Zf jbz +ot [fo“ )bk = tZXi y,

(lek \Jbo +[ink+l \Jbl +(ink+2 jbz +...+(in2k jbk = lek Vi

Powyzszy uktad k + 1 réwnan otrzymujemy przyréwnujac do zera pochodne czastkowe funkcji k + 1 zmiennych

n

S(bysbysbysh,) =Y (3, = 5,) = i(y,. — (B, +bx, + 5,32 4.4 b 2L

=1 i=1
W szczego6lnosci funkcja kwadratowa.
3, =b, +bx+b,x’

Jej parametry by, by, b, wyznaczamy rozwiazujac uktad réwnan normalnych ktéry ma postac:

nb, + (Z X, jbl + (Z X jbz = Z y;
epelgpe{zep -z
D

Funkcja potegowa.
Y = ax;

1
Zalozenie a>0, b >0, x; >0.
Chociaz jest to niekiedy szczegdlny przypadek funkcji wielomianowej to warto rozpatrywac go
réwniez oddzielnie. Jej parametry a, b wyznaczamy przez przeksztalcenie do postaci liniowe;j
(logarytmujemy obie strony).

Iny, =Ina+blnx,

Uktad réwnan normalnych ma postacé:

Zlnyl. = nlna+b21nxi
ZInx;ln y;=Ina) Inx, + bY In’x,

Rozwiazujac powyzszy uktad réwnan (liniowych wzgledem a' = Ina i b) obliczamy a'i b.

Stada = e”.

Parametr b jest interpretowany jako wspétczynnik elastycznosci, tzn. jesli zmienna X wzro$nie o 1%,
to Y zmieni si¢ srednio o b %.
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Funkcja wykladnicza.
y, =ab”
Zalozeniea> 0, b>0.

Logarytmujac obie strony otrzymamy.
Iny, =lna+x,Inb

Uktad réwnan normalnych ma postac:

Zln y, = nlna+lnb2xi
Zx: Iny, = lnain —f-lnlbzxi2

Rozwiazujac powyzszy uktad réwnan (liniowych wzgledem a' = Ina i b' = Inb) obliczamy a'i b'. Stad
a=ec¢"ib=¢e.

Parametr b jest interpretowany jako S$redni przyrost wzgledny, tzn. jesli zmienna X wzro$nie
o jednostke, to Y zmieni sig $rednio o (b - 1)100 %.

Funkcja logistyczna.
A~ a
Yi= T T a4
Y14+ be™
gdziet-czas,a>0,b>1,c>0.

Funkcja logistyczna stuzy migdzy innymi do opisu i prognozowania wielkos$ci sprzedazy produktu
wchodzacego na rynek.

Przyjmujemy
1
=—
Vi
Najpierw wyznaczamy wartosci parametréw a, ¢
u u
a=—-1 c=-In—t
u, u

gdzie

n—1 n—1 2
u= (n—l)Z:z,2 —(Zzt j

t=1

n—1 n— n—1

1 n—1
Uy = zzﬁ-lzztz _ZZI ZZI i1
t=1 1 t=1

t=1 t=

n—1 n—1 n—

1
u = (n - l)z 2%~ Z Zi Z <
t=1 t=1

t=1
Nastepnie korzystajac z obliczonych a i ¢ obliczamy b
1&( a
b:—Z(——lje” t=1,2, .0
n t=1 y t
Parametr b > 1 gwarantuje istnienie punktu przegigcia, za§ parametr a jest interpretowany jako poziom

nasycenia (asymptota pozioma).
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Uwaga.
a) W przypadku nieliniowym miara dopasowania modelu do danych statystycznych jest

wspodtezynnik korelacji krzywoliniowej

R e <0, 1>.

b) Btad prognozy dla modelu nieliniowego przeksztalconego do modelu liniowego za pomoca

przeksztatcenia y' = f(y) gdzie f - funkcja rézniczkowalna wyraza si¢ wzorem

1, -%)

S, 1+—+—
"Xl -x)
S = ,i:I
T 'y
dy "’
e 1
W szczegdlnosci gdy y'=Iny to dlyr=—*
dy Ve
d, * _1
y'=1/y to lyr= ~
v (y7)
y=¢ to @ :=ey:
dy
c)
Przyklad.
Majac dane
t 11 2| 3| 4 5 6| 7| 8
y 8| 6] 5/ 2| 2| 4 7| 8

Wyznaczymy kwadratowa funkcjg regres;ji.
Korzystajac z sum w ponizszej tabeli uktadamy uktad réwnan normalnych:

t y| £ vty | By

1 8| 1 1 1 64 | 8 8
2 6| 4 8 16 [ 36 | 12 | 24
3 5| 9 27 81 | 256 | 15| 45
4 2| 16 64 256 | 4 8 32
5 2|1 25| 1256 [ 625 | 4 | 10 | 50
6 4136 | 216 | 1296 16 | 24 | 144
7 7149 | 343 (2401 | 49 | 49 | 343
8 8| 64 | 512 [4096| 64 | 64 | 512

sumal 36 [42(204 | 1296 |8772|262]|190 (1158
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a-8772 + b-1296 + c-204 = 1158
a-1296 + b-204 + ¢-36 = 190
a-204 + b-36 + c-8 =42

Rozwiazaniem (przyblizonym) ukladu jest

a=0,4643; b=-4,1548; c=12,107

Zatem funkcja regresji kwadratowej ma postac
$ =0,4643x> - 4,1548x + 12,107

Funkcja ta jest dobrze dopasowana do danych statystycznych

(R*=0,8732,1r=0,93).
Zauwazmy, ze w tym przypadku funkcja liniowa nie jest dobra funkcja regresji
a bardzo niska warto$¢ wspdtczynnika korelacji Pearsona §wiadczy o braku zaleznosci liniowej a nie

o braku zalezno$ci jakiejkolwiek.

y = 0,4643x2 - 4,1548x + 12,107

/ R2 - 0,8732
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y = 0,024x + 5,14
czas t R2 = 0,0006

L. Kowalski, 18.03.2005



