MODELE EKONOMETRYCZNE

Model ekonometryczny to opis stochastycznej
zaleznosci badanego zjawiska ekonomicznego od
czynnikOw ksztattujcych go, wyraony w postaci
rownaici lub uktadu rownéci.

J&li np.  rozpatrujemy zjawisko popytu na
okreslony towar lub grup towarow i przyjmiemy,
ze gtbwnym czynnikiem ksztaltagym popyt jest
cena to mgemy rozpatrywa model

D =1{(P) D- popyt, P- cena.

Z prawa malejcego popytu wynikaze funkcja f
powinna by malepca (R < P, = f(Py) > (P,)).
Zaleznos¢ t¢ mozemy zrealizowé& za pomog
roznych funkcji malejcych, najprostsza z nich to
funkcja liniowa:

D=a+bP
(liniowy model popytu), a>0; b<O



jesli model linowy nie pasuje do
zaobserwowanych wielkoi to naley zastosowa
model nieliniowy np. model pegowy:

D=alP"
(potegowy model popytu), a>0; b<O0
Dla pewnych zakresow cen model liniowy #go

by¢ dobrym przyblieniem modelu nieliniowego

Model
liniowy

/ i Model

nieliniowy

Niekiedy model z jedn zmienry zle opisuje
badane zjawisko, wtedy memy rozpatrywa

model z wieloma zmiennymi.



W  modelu popytu drugim czynnikiem
ksztattupcym popyt mae by dochod, wtedy
rozpatrujemy zatenos¢:
D =f(P, ) | - dochéd ludnéci.
Zaleznos¢ te mazemy jak poprzednio zrealizowa
za pomog funkcji liniowe]
D=a+bP+cl
lub potgowe]
D=alP°l°
Ogolna postd@ modelu w postaci jednej
rOWnaGsci:
Y=1(X,¢)
X,Y - zmienne
(X moze by postaci X = (X, Xo, ..., X)),
¢ -element losowy
Powody uwzgidniania elementu losowego
w modelu ekonometrycznym:
— nie uwzgékdnienie wszystkich czynnikow
ksztattupcych badane zjawisko (najgziej nie
uwzgkdniamy czynnikbw magych maly

wplyw | element losowy reprezentujecgny
wptyw takich zmiennych),
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— mozliwos¢ wyskpowania b¢dow w pomiarze
wielkosci zmiennych,

— brak pewnéci czy przygta do obliczé posta
funkcyjna modelu jest prawidtowa.

Uproszczon&lasyfikacja zmiennychw modelu

— zmienna endogeniczna — zmienna, ktorej
wartasci okreslone g w modelu,

— zmienna egzogeniczna — zmienna, ktorej
wartasci okreslone g poza modelem,

— zmienna objgniana — wysipuje po lewe]
stronie rowna modelu,

— zZmienna objgniajgca — wysgpuje po prawej
stronie rowna modelu.

Kazda ze zmiennych mnie by biezaca Ilub

op&niona.

Uwaga:

W modelach wielowymiarowych zmienna
objaéniana mae by jednoczénie zmieng
objasniajacy.



Przyktad 1.
Rozpatrzmy model wzrostu gospodarczego

DN, =aNI?,Z%,
NI, =dDN, +¢&,,

.

gdzie
DN - dochdd narodowy,
NI - naktady inwestycyjne,

Z - zatrudnienie,
a,b,c,d - parametry strukturalne,

&,€,- elementy losowe

Klasyfikacja:
—zmienne endogeniczn@®N,, NI, NI,_,

—zmienne egzogenicznés
—zmienne objsniane: DN, NI,
—zmienne objéniajace: NI,_,.Z,,DN,
—zmienne bigace: DN,,Z,, NI,

—zmienne opgnione: NI, .



Klasyfikacja modeli

Modele klasyfikuemy ze wzgllu na
nastpujace kryteria:
a) liczba zalenosci w modelu
- modele jednorownaniowe,
- modele wielorownaniowe,
b) post& zaleznosci funkcyjnej,
- modele liniowe,
- modele nieliniowe (pggowe, wyktadnicze, itp.).
c) rola czasu w rownaniach,
- modele statyczne (nie uwzgdhiajg czasu),

- modele dynamiczne.

Przyktad 2
Model z przyktadu 1 jest:
- dwuréwnaniowy,
- nieliniowy,
- dynamiczny.



Jednorownaniowy model liniowy z jedm
zmienng objasniajaca

Y=[+B X+

gdzie:

Y- zmienna objgiana, Y- wartdci

(obserwacje) zmiennej Y;i=1..n- numer

obserwacji,

X- zmienna objéniajgca, X- wartaci

zmiennej X,

B,.5,- parametry strukturalne (ich przyibbing
warteé¢ wyznacza $ ha podstawie
obserwacji(x.y))

€ - sktadnik losowy.

Zaktadamy ze
Yi =Bt % & 1=12,...n
tzn. kada zaobserwowana wafto vy jest
funkcja liniowg x z dokladnécia do skiadnika

losowego¥i .

Zaktadamy rownig, ze X s ustalonymi
wartasciami  (nielosowymi), takimi samymi
w powtarzalnych prébach. Sktadniki losowes
losowymi zmiennymi niezaimymi 0 zerowej



wartasci przecetnej i wariancji, ktora nie zaky od
| (homoskedastyczio6).

Aby  wyznaczy przyblizong  warta¢
parametrow strukturalnychsg,.s, na podstawie
proby stosujemy meted najmniejszych
kwadratow (MNK).

MNK polega na wyznaczeniu takich przybet

b, = 5, b =4
aby dla danych obserwagp.y) suma kwadratow
odchylen zaobserwowanych wado Yy od
wartasci teoretycznychy, = 5, + % byta minimalna,
tzn. chcemy wyznaczyminimum funkcji:

YA = by +b, X
(prosta regresiji z

€=Y Y proby’

€

/

»
|

Xi

(*) S(bo’bl):iqzzi(yi_yi)zzi(yi_bo_blxi)z

~

€ =Y ¥ nazywamyesztami modelu regresji



Nalezy wyznaczy prost regresji tak aby suma pol
kwadratow byta minimalna.

Obliczapc pochodne cistkowe funkceji (*) |1
przyrownugc do zera otrzymujemy

(uktad rowna normalnych)

:7? =2_i(yi ~B-Bx)) == Zy —ﬂlix —nﬁoj=0

:—Z =Zi(yi ~H—BX)x%) == iyix -ﬂlixz—ﬁoixj:o

rozwigzujac otrzymany ukiad rowraotrzymamy
wzory na przyblione wartéci parametrow
strukturalnych

DI D I DI/ D I ks A M el )
Y- (Exf XX -0 Y(x-xf

Prost
Y =Db, +b X

nazywamyprosta regresji z proby.



Model regresji liniowej:

Uwaga

bo = Bo
b, =B, (estymatory)
& =g
Yi €
o ) EY =B, +B.X
e (prosta regresji)

Y = by +byX

E(Y) (prosta regres;ji z préby)

Miary dopasowania.
Wariancja resztowa:

Wariancja resztowa tostednienie pol kwadratow
zbudowanych na resztach

| odzwierciedla stopiedopasowania proste]
regresji do danych statystycznych.

Niech, € =¥ -9, gdzie ¥ =b, +bx wtedy

czyli

@ 2 Ty Y xy,
- n-2

s,=4/S. oznaczarednie (standardowe) odchylenie
od prostej regresiji.
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Dopasowanie modelu do danych empirycznych
mozna ocenié odchyleniem standardowym reszt
lecz jest to miara bezwzgina i nieunormowana,
dlatego do poréwnalepsze s miary wzgkdne lub
unormowane.
Najprostsz wzgledna miarg dopasowania jest
wspotczynnik zmienndgci losoweyj:

S

V, = 78100%
Wspotczynnik ten informuje jakczes¢ srednie;
wartasci badanego zjawiska stanowi odchylenie
standardowe reszt.
Mniejsze wartéci tego wspotczynnika wskazy
na lepsze dopasowanie modelu do danych
empirycznych, niekiedyada s¢ aby np. \{ < 0,2.

° Zmiennag¢
} przypad a

Zmiennd¢ wyjasniona
modelem regresji

Yi Zmienngé
catkowita

<

v
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Wprowadzamy oznaczenia:
Catkowita suma kwadratow (zmienito

catkowita): CK =2 (y, - ¥)°

Wyjasniona suma kwadratow (zmienio
wyjasniona): WsK =) (¥ -)?
Niewyjasniona suma kwadratow (zmienito
przypadkowa): NSK =D €f

gdze: y, =b, +byx

Wiasngé: (v -9°=>@ -y)°+ ). 8&
Czyli CSK = WSK + NSK

Miar a dopasowania modelu do rzeczywistoi
(wartaéci  zaobserwowanych) jest  rownie
wspétczynnik determinacjR®
Wspotczynnik determinaciji:

» WK

R i R* 0(0,1)

wspotczynnik ten okrda jaka czs¢ catkowite
zmienndci  zmienne]  objgniane]  zostata
wyjasniona przez model regresji liniowej.

12



e 20 e b yith) xy -yt
-9 T Dy -y)? >y -n(y)

_ b, (> % y; ~%y) _COV(X.Y) _
Z‘,Yi2 - n(y)z S>2<S$

Przyktad
Badano zalenosci kosztow catkowitych
(w tys. zt.) Y od wielkeci produkcji (tys. szt.)
X w 6-ciu zaktadach produkcyjnych.
X |214/3/2]6]1
Ve |215/4147)|2
Dla modelu Y=p4+8x+e wyznaczamy
przyblizone wartéci parametrow strukturalnych
| wspotczynnik determinacji.

x 1y STy ey BT OV gy -y
212 |-1] -2 2 1 4 1 3|-1] 1
415]1] 1 1 1 1 |51 1
314, 0|0 0 0) O 4 0 O
2,41-11 0 0 1 O |3 /-1] 1
6,7 3| 3 9 9 9 7 3| 9
1122 -2 4 4 4 1 2|-2] 4
18/24 0 O 16 16/ 18 240 | 16
_ 18 _ 24 _16 _ . —p_1*a=
x==3  y=2'=4; p=_=1 b=4-1"3=1
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zatem zwazek pome¢dzy kosztami catkowitymi a
wielkoscia produkcji wyraa st zaleznoscig
liniowa w postaci

Y=1+X
Wspotczynnik determinacji

R2:1—:= 089

nalezy oczekiw&, ze rozpatrywany model
wyjasnia 89% catkowite] zmienoi badanego
zjawiska.

JEDNOROWNANIOWY MODEL LINIOWY - POSTAC
OGOLNA.

Ogolna postamodelu liniowego z k zmiennymi
objasniajgcymi.

Y =B+ L X+ B, Xt AL X+ €
gdzie:
Y - zmienna objgniana

Xi - zmienne objiajace, 1=1, 2, ..., K
Bi - parametry strukturalne, i1=0, 1, 2, ..., K

€ - sktadnik losowy.
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Zatozenia:

Niech

n - liczba obserwacji,

t=1, 2, ....,n - numery obserwacji,

Vi, &, X1, X2, ..., % , - Zaobserwowane wakm
zmiennej objéniajacej, sktadnika losowego

| zmiennych objgniajacych, t=1, 2, ..., n.

Zatozenie 1.
Yo = Bo t BiXat BX B X tE,
dat=1,2,..,n
Zatozenie 2.
a) %1, X2, ..., % , - wartadci ustalone
(nie g losowe),
b) X1, %2 , ..., X , - lInlowo niezalene,
C) n>k+1
Zatozenie 3.
& - 9 hiezaleznymi zmiennymi losowymi o
jednakowym rozktadzie prawdopodohstwa,
N(O, o).
E(St) =0,
D2(8t ) = 02
(homoscedastyczKé)
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Zapis modelu w postaci macierzowej.
Niech:

1 Xip Xy o0 Xy

Y1 _:Bo_ _81_
Y = y:2 X — 1 X:21 X:zz X:Zk 18: ,8.1 £= ‘9:2
L Yn | _1 Xau  Xng o Xnk_ _/Bk_ €
Zatem powyszy model ména zapis&w postaci.
Y=XB+¢

Stosujc metod@d najmniejszych kwadratow
otrzymujemy wektor estymatorow parametrow
strukturalnych b= 3.

Metoda najmniejszych kwadratow (MNK).
Rozpatrujemy funkej

S(b) = Z(yi _bo - Xilbl - Xi2b2 LR Xikbk)2 =

=(y-Xb)' (y-Xb)=y'y-2b"X"y+b" X" Xb

Uwaga .

Reguly r@niczkowania wzgldem wektoras

nastpujace:

ob'a _ 3(b" Ab)

db

| przyrownujemy do zera.

—2X'y+2X"Xb=0

= Ab+A'b

stad

b:(xTx)'leY
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Nieobchzonas¢ estymatora b.
b=(X"X)*X"(XB+¢)=

= (X" X)X XB+(X"X)*X'e=
=B+(X'X)*X'¢e

zatem

Eb=8+(X"X)*X"(Ee)=p

Macierz kowariancji dla b:

covb = E[(b—-Eb)(b—-Eb)'] =

=E[(X" X)X eg" X(X"X) '] =

= (X" X)*XTE(ee)X(X"X)* =
_(XTX)—leX(XTX)—l 2 _(X X)—l 2
Twierdzenie (Gaussa — Markowa).

Najlepszym, nieobgronym, linlowym
estymatorem wektorgl w modelu liniowym,

w ktorym E = 0 oraz Ec' = lo?, jest estymator
b uzyskany metadnajmniejszych kwadratow.

Wektor reszt uzyskanych z rownania regresji

oszacowanego metgpaajmniejszych kwadratow
jest rowny:

e=y-Xb=XB+e-X[B+(X X)X Te] =
=[1 = X(XTX)*X"]¢
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Nieobchzonym estymatorem parametd jest
wariancja resztowa

Niech, e=Y-Y, gdzie Y=Xb wtedy

&
izsz— ee Z 1

_ ( TY_bTXTY)
n— (k+]) n— (k+]) n—(k+])

dlak=1
g = DV -h) v -b> xy

n—2

Miary dopasowania.
Wspotczynnik determinacii:

o _b'XTY-nY?

Y'Y —nY?
dlak=1
(- 76%
Z(y. Z(y.
_bpd yi+h ) Xy —ny®
Z yi2 - n(y)2
_ bl(yi XY~ nW) _ COVZ(X1Y)
Z yi2 B n(y)2 S>2< S\?
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Wspotczynnik zbienaosci:
Y'Y-b'X'Y
Y'Y -nY?
Skorygowany wspotczynnik zbiaosci:
$2 =92 N1
n—-(k+1)
Skorygowany wspotczynnik determinacii:

R =1-(1-R?)——1
n-(k+1)
Standardowe bkdy oszacowania parametrow
strukturalnych.

®?=1-R?=

-1
Rozpatrujemy macierzS: (XTX)

na gtdwnej przeitnej tej macierzy mamy
wariancje tych kidéw tzn.s’(),i=0, 1, ..., k.

Zatem
SM)=yS'@)| =01 .. k

dlak=1
S
S(b) = =
D (% —%)
S\ X 1w,
S() = =3(b) 4= _X%
I (% = %)? s

Stosujemy niekiedy zapisY

b, + b X
(S(kp)  (S(hy))

19



Przyktad.
Y - wydajna¢ pracy (min zi/zatr.),
X1 - techniczne uzbrojenie pracy (min zt/zatr.),
X, - zatrudnienie (setki 0sob),
Rozpatrujemy model =4, + 8, X, +B8,X,+¢.

1|11 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8]|9
Y |10 |9 |11 13| 12| 15 14 16 1V
X110,6(0,5/09 1,12 1,0 1,2 0)9 1,3 1,5
X210 (8 |8 |9 |8 |7 |5| 4, 4

Y'Y =1581

7.9687666 — 38636363— 05705741
(xTx)'lz ~38636363 22727272 .02272727
~0,5705741 02272727 00490430

wyznaczymy b, R*, Sb) i=0,1,2

Rozwigzanie:

b=(X"X) XY=

7,9687666 - 38636363— ,0570570117 9,752
—38636363 22727272 ,02272731236|=| 6,136 |,
-0,5705741 02272727 ,004904307/80 -0,413

zatem rownanie ptaszczyzny regresji ma posta

Y =9,752+ 6136, - 041X,

20



Wariancja resztowa jest réwngé = 0,972
shd S =0,756;

Btedy standardowe estymatorow parametrow

strukturalnych:

S(b,) = 2,135

S(b,) =1,140
S(b,) = 0,168
Uwzgledniamy je w zapisie:

A

Y =9,752+ 6136, - 041X,
(2,135)  (1,140) (0,168)

Wspotczynnik determinacji wynosi

R° =0,943
Przedziaty ufncscidla;, 1=0,1,2, ..., K
dla poziomu ufnéci 1-a mamy:

A 0h-u,Sb);h +u,Sk))

gdzie Yz odczytujemy z tablicy rozktadu
u)=a

Studenta: P( Tn—(k+1)
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Weryfikacja hipotez dla;, 1=0,1, 2, ..., K
dla poziomu istotn&xi a rozpatrzymy dwa testy:

1) Uogolniony test Walda.

Wysuwamy dwie hipotezy:
Ho(B. =B, =..= B =0

H,(co najmniej jednoB, #0, i =1, 2, ..k)
Stosujemy statystyk

T
g o Ron=k+ P (ke
" 1-R* k e'e k

Rozpatrujemy zbior krytyczny:
K =< Kk;+00)

gdzie k odczytujemy dla poziomu istotém

a z tablicy rozktadu Fiszera-Snedecora

dla (k, n - (k + 1) ) stopni swobody.

Decyzje:

J&ili u, OK to Hyodrzucamy ,

J&sli u, ok to nie ma podstaw do odrzucenig.H
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2) Test dla poszczegolnych parametfgw i = 0,
1,2, ...,k

Wysuwamy dwie hipotezy:

Ho(ﬁi =/8i0) . Hi _jedm z trzech poriszych
hipotez.

Rozpatrujemy statystyki zbior krytyczny wg
tabeli:

H, |Statystykq Zbior krytyczny] Odczyt k

K= (Feoimk > D <kite) BT, > K) =

’ S(h) K =< K;+o0) P(‘Tn_(kﬂ)‘ > k) =2a

B < p° K = (~o00;—k > P(To-en| > k) = 20

Decyzje:

Jesli U, UK to Hyodrzucamy ,

Jesli U, 0K to nie ma podstaw do odrzucenig.H
Uwaga

J&li badamy istotn&¢ parametrys; to
przyjmujemy s’ =0 tzn. rozpatrujemy hipotez

Ho(5 =0
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Badanie losow@ci reszt (test serii).
Rozpatrujemy hipotezy
Ho(reszty modelu majcharakter losowy),
Hi(reszty modelu nie macharakteru losowego),

Resztom przypisujemy symballub b:
a-gdy e> 0,

b-gdye<O0

(reszt e= 0 nie rozpatrujemy).

Serie to podagi ztozone z jednakowych symboli.

Stosujemy statystyk

U,, = liczba serii
Zbior krytyczny:

K=(0; k>

gdzie k odczytujemy z tablicy dla poziomu
Istotnasci a 1 liczb np oraz , gdzie
n; - liczba symbolg,
n, - liczba symbolb,
Tablica dlaa = 0,05:

2/3|/4(5/6|7|8|9]10

Ny
N
3 2102121223
4 2121313333
5 21213133344




6 213[3|3/4/4/4|5
7 213344455
8 21213/3|4/4|5|/5|6
9 21213/4|4/5|/5/6|6
10 12/3|3|4|5/5|/6|6|6
Decyzje:

J&li u, ok to Hy odrzucamy
J&sli u, ok to nie ma podstaw do odrzucenig.H

Badanie symetrii sktadnika losowego.
Niech
n - liczba obserwacji,
m - liczba reszt dodatnich.
Wysuwamy dwie hipotezy:
Lok (523

Stosujemy statystyk

m_1
U = n 2

n-1

Rozpatrujemy zbior krytyczny:
K = (—00;—k > [0 < Kk;+00)
gdzie k odczytujemy dla poziomu istotém a z
tablicy rozktadu Studenta:
P(\Tn_l\ > k) =qa,
Decyzje:
J&li u, ok to Hy odrzucamy
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Je&sli u, ok to nie ma podstaw do odrzucenig.H

(zmiennad¢ wyjasnionaBadanie normalnaci
rozktadu reszt
Zastosujemyest Shapiro-Wilka.

Wysuwamy dwie hipotezy:
Ho - reszty maj rozktad normalny, k- reszty nie
majg rozktadu normalnego.

Reszty porzdkujemy niemalejco:

_ € &2) -1 &)
Stosujemy statystyk
|:[§]an—i +1 (e(n—i +1) T &) )}
Un = = n
>(e-ef

gdzie [n/2] jest cgscia catkowity liczby n/2,

« = 0 dla modeli liniowych,

an-i+1- Wspotczynniki Shapiro-Wilka odczytane z
tablicy:

1 2 (3 |4 |5 6 |7 8] 9 10
i

n

2 l071- - - - [- - - |- |-
071

3 070 - |- [- |- |- |- - |-
071

4 l06/01]- |- |- |- 1-1-71-7T-
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872|677

5 06020 |- |- |- |- |-
646|413

6 0,6/0,2005- |- |- |- |-
431/806|875

/7 10603010 |- |- |- |-
233/031/401

8 /0,6/0,3/0,2/00- |- |- |-
052/164|743 561

9 /05/03/0,2/0,00 |- |- |-
888244976947

10 |0,5/0,3/0,2|0,21/0,0|- |- |-
739/291/141/224/399

11 0,5/0,3/0,2|0,2 0,00 |- |-
601315260429 695

12 0,5/0,3/0,2/0,12/0,0(0,0 |- |-
475/325/347/586/922/303

13 0,5/0,3/0,2/0,1/0,1/0,0 0 |-
359325/412/707/099539

14 0,5/0,3/0,2|0,1/0,1/0,0|0,0 |-
251/318/460/802/240/727|240

15 0,5/0,3/0,2|0,1/0,1/0,0|0,0/0
150,306/495/8/78|353/880/433

16 |0,5/0,3/0,2/0,1/0,1/0,1/0,0 0,0
056/290/521/939/447/005/593/196

17 |0,4/0,3/0,2/0,1/0,1/0,12/0,0 0,0
968|273/540/988/524/109| 725|359
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18

0,4
386

0,3
253

0,2
553

0,2
027

0,1
o587

0,1
197

0,0
837

0,0
496

0,0
163

19

0,4
808

0,3
232

0,2
561

0,2
059

0,1
641

0,1
271

0,0
932

0,0
612

0,0
303

20

0,4
734

0,3
211

0,2
565

0,2
085

0,1
686

0,1
334

0,1
013

0,0
/11

0,0
422

0,0
140

Rozpatrujemy zbior krytyczny:

K=<0; k>
gdzie k odczytujemy dla poziomu istotém o |
danego n z tablicy testu Shapiro-Wilka:

(tablica testu Shapiro-Wilka dta= 0,05)

n

3

4

5

6

7

38

9

10

11

12

K

0,7
67

0,7
48

0,7
62

0,7
38

0,8
03

0,8
18

0,8
29

0,8
42

0,8

50

0,8
59

>

13

14

15

16

17

18

16

) 2

)

0,8
66

0,8
/4

0,8
81

0,8
87

0,8
92

0,8

97

0,9

0,9

01

05

Decyzje:

J&ili u, ok to Hy odrzucamy
Je&sli u, ok to nie ma podstaw do odrzucenig.H
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Badanie jednorodndci wariancji sktadnika
losowego
Jednorodn& wariancji  skltadnika losowego

(homoskedastyczgd) jest jednym z zaleen
klasyczne] metody najmniejszych kwadratow.
Niespetnienie tego zatenia obnia efektywnd¢
estymatorow parametrow strukturalnych (nie
wptywa na zgodna

| nieobchzonas¢).

Zastosujemyest Goldfelda-Quandta

W tescie tym dzielimy prob na dwie rownoliczne
podproby o liczebniwiach n = n, (gdy liczba
obserwacji jest nieparzysta <$rodkowa lub
srodkowe obserwacje nie bgpudziatu w dalszych
obliczeniach). Na podstawie tych podprob
szacujemy parametry strukturalne modelu i
obliczamy wariancje resztowes:,s; . Proby
numerujemy tak abgy, =Sz .

Wysuwamy dwie hipotezy:
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HO(Ui=U§) H1(0'§>Uf)

Stosujemy statystyk

Rozpatrujemy zbior krytyczny:
K =< k;+00)
gdzie k odczytujemy dla poziomu istotim a z
tablicy rozktadu Fiszera-Snedecora

dla(n-(k+1),n-(k+ 1)) stopni swobody.
Decyzje:
J&ili u, ok to Hy odrzucamy
J&li u, ok to nie ma podstaw do odrzucenig.H

Badanie autokorelacji reszt(test Durbina-
Watsona).
Rozpatrujemy hipotezHqy(reszty nie s
skorelowane) tzn §ip = 0)

Obliczamy warté¢ statystyki
>(e-es)

— i=2
U,= o
De
i=1

Uwaga
].)un 0<0; 4>
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2)Dla reszt nieskorelowanyah-2

Z tablicy rozktadu D-W odczytujesdla
ustalonega, k, n dwie liczby ki ky .

Tablica rozktadu D-W dla = 0,05:

n k=1 k=2

k. ky k. ky
6 0,610 1,400 - -
7 0,700 1,356 0,467 1,897
8 0,730 1,332 0,559 1,777
9 0,824 1,320 0,629 1,699
10 0,879 1,320 0,697 1,641
11 0,927 1,324 0,758 1,604
12 0,971 1,331 0,812 1,579
13 1,010 1,340 0,861 1,562
14 1,045 1,350 0,905 1,552
15 1,077 1,361 0,946 1,543

J&li u, <2 to rozpatrujemy hipotezalternatywi:
Hi(reszty g skorelowane dodatnio) tzn b > 0).

Przyjmuje s¢ nastpujaca reguk decyzyjm:
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J&li u, <k, to Hy odrzucamy.
J&li u,>«, to nie ma podstaw do
odrzucenia hl
J&li « <u, <k, t0 nie podejmujemy decyzji.
J&li u,>2 to rozpatrujemy hipotezalternatywi:
Hi(reszty g skorelowane ujemnie) tzn;fb < 0).

Przyjmuje s¢ nastpujaca reguk decyzyjm:
J&li u,>4-x 10 Hy odrzucamy.
Je&sli u, <4-x, t0o Nie ma podstaw do
odrzucenia
J&li 4-k, <u, <a-k, 10 Nie podejmujemy
decyzji.

Prognoza.

NieCh xr:[l Xy o x,k]T
Prognoza punktowa

Y, =%D
Standardowy d prognozy
S, = se\/1+ X (X™X) "

T

gdy k=1

n

2 2 4
_o)? le +nxr _ZXTZXi
S = Se\/1+l +—n(xf X) =S, 1+ i=1

n $(x - %) ngxz_(ngz

i=1
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Prognoza przedziatowa dla poziomu Wridl-a.
(Y, —U, Sy, +U,S,)
gdzie ., odczytujemy z tablicy rozktadu Studenta:
P(‘Tn—(kﬂ)‘ > “a) -a.

Przyktad.

Y - wielkos¢ produkcji (tys. szt.),
X1 - liczba zatrudnionych (tys. osob),

Xy - warta¢ maptku trwatego (min zi),
Rozpatrujemy model=z,+ s.x,+5,x,+=. Majac dane
R0(199/199(199(199(199|199/199
k 2 (3 |4 |5 |6 |7 |8
Y |76, |90, |95, |100(102|107|110
9 2 |5 4 5
X114,5(4,7/ 4,8 4,8 50 5,2 5,0
X211 (16,17 |17,(18, |20 |21,

5 2 4 6 oraz
wiedzc, ze

(xTx)_1 = | -55768887 14675376 — ,0892199

216560678 — 55768887 ,3132436
3132436 - 0892199 ,0069085

Y = -1,1862+ 10 831X, + 2 6508,

oraz S=2,53
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wyznaczymy prognazpunktows i przedziatovd
na rok 1999 dla

x,=[1 7 29".
Rozwigzanie:

Poniw&

~1,1862
b=|108311|,

2,6503

to wartag¢ prognozy punktowej jest rowna:

~1,1862
y, =xb=[1 7 24108311 =14089
2,6503

Poniewa
xI(XX) "%, =[1 7 2&1{—55768887 14 675376 - ,08921907 | = 42,5

216560678 — 55768887 ,31324361
3132436 - 0892199 006908625

to standardowy Bt prognozy wynosi

S, = se\/1+ xI(XX) "%, =253/ 425= 1667
Zatem przewidywana wielké produkcji wynosi
140+ 16,67.

Prognoza przedziatowa dla poziomu uftidl-a =
0,95.
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Liczbe u, odczytujemy z tablicy rozktadu
Studentar(r/>y,)=00s v, = 2,78.

(y, ~u.S:y, +u,s) = <94,61; 187,17>

DODATEK 1.
Uogdlniona metoda najmniejszych kwadratow.
Je&ili wariancja sktadnikdw losowych nie jest stata
(brak homoscedastyczém) lub nie § spetnione
zatazenia o braku autokorelacji reszt to nglelo
szacowania parametrow strukturalnych stosowa
uogolniory metod najmniejszych kwadratow:
b=(X"VIX) XV Y
gdzie V - dodatnio ok&bona macierz symetryczna
stopnia n.
W przypadku braku homoscedastyca&rianozna

np. przypé:

el 0 - o
V= 0 |e2| .0
O 0 - |en|

gdzie - reszty modelu oszacowane MNK.
W przypadku autokorelacji reszt ura np.

przyjaé:
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gdzie
(k=13 e,
- (n—l)ie.z
e - reszty modelu oszaco:;vane MNK.

DODATEK 2.
Dobdr zmiennych objaniajacych (model
liniowy).
X1, Xo,..., X« — zmienne obgiajace, Y - zmienna
objasniana,
Zmienne objaniajagce powinny charakteryzowa
Sie:

a)wysoka zmienndcia (wspotczynnik zmienngei
powyze| okr&lonej wartgci krytycznej np.,
V(XI) > 011)’

b) silng korelacp z Y,

c)staly korelacy z innymi zmiennymi
objasniajgcymi.

Przyktad.
Majac dane wart€ci zmiennych
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Y X1 X5 X3 X4
S 3 10 / 6
S 4 38 / S
38 S / 6 /
38 6 / / /
6 S 6 9 6
/ 3 S 10 6
10 / S 12 6
10 / 4 10 /
12 6 4 11 6
12 3 4 12 6

Sprawd, ktoére zmienne naky wyeliminowa
jako quasi state przyjmag krytyczra wartasé
wspotczynnika zmienrkgi rowmng 0,157?
Wspotczynniki zmienngci dla poszczegodlnych

zmiennych objgniajacych g rowne:

V(Xy)

V(X2)

V(X3)

V(Xa4)

0,255

0,316

0,233

0,097

Zatem naley wyeliminowa zmienmy X, .

J&li zmienne X, Y maj pary wartaci (x;, ;) to
wspotczynnik korelacji Pearsona obliczamy
nastpujaco:
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— cov(X,Y) _ Z(Xi B i)(yi - y) _ Z XY, —nxy

XY

SB Tl RVE0- VEA b Ty 0l

Niechr =r., - wspotczynniki korelacji neidzy
poszczegolnymi zmiennymi oldj@ajacymi a
zmienry objasniamg. Wektorem korelacji
nazywamy wektor

RO:

Niechr; =r,x - wspotczynniki korelacji midzy
poszczegolnymi zmiennymi ol§jaiajacymi.
Macierz korelacji nazywamy symetryczn
macierz

ha Tee o 1_

Metoda wyboru zmiennych obja&niajacych,
ktore sa silnie skorelowane ze zmienn
objasniajaca | stabo skorelowane z innymi
zmiennymi objasniajacymi.

Kolejnos¢ postpowania:
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1) ustalamy krytycza wartas¢ korelacji k. (albo
jest narzucona albo obliczamy ze wzoru

e = |12 +k£.§_2 gdzie k - odczytujemy z tablicy
rozktadu Studenta dla n - 2 stopni swobody |
poziomu istotnéci a.

2) eliminujemy te zmienne olkjaiajace dla
ktorych:

|M < rkryt
3) spasrod pozostatych zmiennychybieramy
taka zmienny X dla ktorej
il = max {|f]} (ta zmienna niesie
najwiece| informaciji)
4) ze zbioru zmiennych olkjaiajacych
eliminujemy te dla ktorych
4” > Ifkryt
(zmienne silnie skorelowane z wybgarmienn
Xs powielap zawarte w Xinformacje).

Kroki 3) i 4) mazna ewentualnie powtarza
Przyktad.
Dla zmiennych X, X, X3 X41Y z poprzedniego

przyktadu wektor korelacji | macierz korelacy s
rowne:
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088
- 082

1 -085 0,74 0,33
-085 1 -0,82 -0,18
0,73 0,74 -0,82 1 -0,17
029 0,33 -0,18 -017 1

1) Dla poziomu istotrgei 0,051 10 - 2 = 8 stopni
swobody odczytujemy z tablicy rozktadu Studenta
Ko = 2,306 | wyznaczamy

% 2,306° 063
I = = =0
@ \k2+n-2 2306 +10-2

2) odrzucamy zmiergnXy,
Zredukowany wektor | zredukowana macierz

korelacji & rowne
088
- 082
0,73

3) wybieramy X ,

4) eliminujemy % Xs

Zatem rozpatrywany model liniowy powinien r@ie
post&:

1 -085 074
-085 1 - 082
0/4 -082 1

Ro — R=

Y =0+ B X te€

Metoda Hellwiga.

Rozpatrujemy wszystkie niepuste podzbiory zbioru
zmiennych objgniajacych

{X1, X2 ... Xy}, takich podzbiorow jest L =2- 1.
Dla kazdego podzbioru obliczagswskazniki
pojemndci informacyjnej. indywidualne |
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Integralne (ich wartei nalezag do przedziatu [0,

1]).
Indywidualn a3 pojemnaos¢ informacyjn a
obliczamy ze wzoru:

h, =

2

I

%:‘rii‘
gdziel =1, 2, ..., L (numer podzbioru -
kombinacji), |- zbior numerdéw zmiennych
wchodzcych w sktadl - tego podzbioru.
Integralna pojemnas¢ informacyjn a obliczamy
sumupc pojemndci indywidualne rozpatrywanego
podzbioru:

H =X h

Nalezy wybra¢ taki podzbiér zmiennych
objasniajacych dla ktorego integralna
pojemnaosé¢ informacyjna jest maksymalna.

Przyktad.
Dla zmiennych X, X,, Y obliczono
Ro=| % s 1)

Sa 3 podzbiory zbioru {X, X5}:  {X 1}, {X 2},
{X 1, X3}

Obliczamy:

hi1=0,8=0,64, H=0,64,
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hy, = (-0,2Y = 0,04, B = 0,04,

hs1 = 0,8/(1 + 0,6) = 0,4, b = (-0,2¥/(1 + 0,6) =
0,025, H=hg + s, =0,425,

Poniewa najwickszy pojemnd¢ informacyjra ma
podzbior {X;}, to nalezy przyja¢, ze X; jest jedymn
zmienry objaniajaca w tym modelu tzn.

Y=By+t B X t&n

DODATEK 3.

Modele liniowe wielorownaniowe.
Zjawiskom ekonomicznym wygaianym przez
model wielorownaniowy odpowiadgaj zmienne
endogeniczne
Pozostate zmienne nazywamy zmiennymi
egzogenicznymi

Y1, ...., Ym - Zmienne endogeniczne bez op@n
czasowych
Z1, ...., 4 - zmienne endogeniczne z gpéeniami

czasowymi i zmienne egzogeniczne
Ogolny zapis modelu:

m k

Y, = Z ByY, +Zyljzj t &
i=2 =1
m k

Y, = Z BY, +Zy2jzj &y,
125 i=1
m-1 k

Ym :ZIBmiYi +Zymjzj +£m
i1 =

Macierzowe przedstawienie tego zapisu nosi
nazwe postaci strukturalne;:
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BY +I'Z=¢

gdzie
1 ~Bz - B “Vu Vi o T
B= =B 1 v ™ Bom r= “Va TV o TV
B "Bz 1 Vo TVme o TV
Y, 2, N
Y: Y2 Z: ZZ g: 82
Ym Zk €

J&li zmienne Y, ...., Y wyrazimy przez ¢, ....,
Zy to otrzymamy postazredukowan modelu:

Y, :zﬂijzj 1
=

K
Y, = zﬂzjzj +1,
=1

k
Y =D M Z 1,
j=1

Post& macierzowa:

Y=M"Z+n
gdzie
My Ty o T "
nto| T e e T n= 1,
My Ty oo Ty M

Powyzszg macierz i wektor wyznaczamy ze
WZOrow:

N =-B™T n=B"¢
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Klasyfikacja modeli wielorownaniowych

1.J&li macierz B jest macieszdiagonali
(ewentualnie po przenumerowaniu rotheo
model nazywamyrostym,

2. J&li macierz B jest maciegztrojkatng
(ewentualnie po przenumerowaniu rovirab
zmiennych) to model nazywamy
rekurencyjnym,

3.W pozostatych przypadkach model nazywamy
modelemo rownaniach wspotzalénych.

Parametry modeli prostych i rekurencyjnych

szacujemy jak parametry modeli

jednoréwnaniowych (kale rownanie mgemy
rozpatrywa oddzielnie).

Parametry modelu o zmiennych wspotzalgch
mozna oszacowatylko wtedy gdy wszystkie jego
rownania g idetyfikowalne.

Twierdzenie.

Warunkiem koniecznym i dostatecznym tego, aby |
- te rownanie modelu o m rownaniach
wspotzalenych byto identyfikowalne, jest macierz
A; parametrow znajdggych se przy zmiennych,
ktore & w modelu, a nie wyspuja w rownaniu,
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ktorego identyfikowaln& jest badana, byta ¢du
m - 1.

Niech k - liczba zmiennych, znajdagych s¢ w
modelu, a nie wyspuja w rownaniu, ktorego
identyfikowalna¢ jest badana.

J&li ki = m - 1, to mowimy,ze rownanie jest
jednoznacznie identyfikowalne

J&li ki > m - 1, to mowimy,ze rownanie jest
niejednoznacznie identyfikowalne.

J&ili kj < m - 1, to méwimyze réwnanie nie jest
iIdentyfikowalne.

Parametry modelu o zmiennych wspotzalgh |
rownaniach jednoznacznie identyfikowalnych
mozna oszacowametod najmniejszych
kwadratow:

p=(z"z)*z"Y r=-BP

DODATEK 4.
REGRESJA KRZYWOLINIOWA.

Parametry wybranej funkcji nieliniowe] wyznacza
sie metody najmniejszych kwadratow, korzysigj
z odpowiedniego ukiadu rownaormalnych.

Funkcja wielomianowa.
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V. =b, +bx+b,x* +...+b x"

Jej parametry §)...,lx wyznaczamy rozvizujac
uktad rowna normalnych ktdéry ma posta

nh, +(iZ>stl+(iZ>¢]bz +---+(i2>¢jbk =ZM
(injbo +(i2>92jb1 +(iZ>€’]bz +---+(i2>¢”]t& =iZ>s Y,

[.Zxk]bo +[Z>¢”jbl +[ink+2jbz +---+[i2>92k]bk = inkyi

Powyzszy uktad rowna otrzymujemy
przyrownupc do zera pochodne gstkowe funkc;ji
k + 1 zmiennych

S{oy. by byrd) = 2y = 57 = 2 (0~ 0y +bix +0¢ + b x)f

i=1 i=1

W szczegolnéci Funkcja kwadratowa.
9, =l +bx+b,x°

Jej parametry §)...,I3 wyznaczamy rozvdzujac
uktad rowna normalnych ktdéry ma posta
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(T {26 P
(T (3 fre{ b=
(3 e[t pe{ o p =

Funkcja potegowa.
b

Y, =aX
Choci& jest to szczegolny przypadek funkcji
wielomianowej to warto rozpatrywayo rownie
oddzielnie.
Jej] parametry a, b wyznaczamy przez
przeksztatcenie do postaci liniowe]
(logarytmujemy obie strony).

Iny, =Ina+blnx

Uktad réwna normalnych ma posta

Zln y, = nIna+bZInx

Zlnx Iny, = InaZInx +bZIn X,

Rozwazch POWYZSZY uk’fad rowna (liniowych
wzgledem a' = Ina i b) obliczamy a' i b.aSta = é&.
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Parametr b jest interpretowany jako wspotczynnik
elastycznéci, tzn. jgli zmienna X wzrénie o 1%,
to Y zmieni s¢ srednio o b %.

Funkcja wyktadnicza.
y; =ab”

Logarytmupc obie strony otrzymamy.
Iny. =lna+x Inb
Uktad réwna normalnych ma posta

Y Iny, =nina+Inb) x

<inl Iny, =lna) x +In|bei2

Rozwiazujac powyzszy uktad rowna (liniowych
wzgledem a’ = Ina i b* = Inb) obliczamy a’ i b'a&t
a=¢éib=¢.

Parametr b jest interpretowany jait@dni przyrost
wzgledny, tzn. jéli zmienna X wzrénie o
jednostk, to Y zmieni s¢ srednio o (b - 1)100 %.

Funkcja logistyczna.
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. _ @A
T i pee
gdziet-czas,a>0,b>1,c>0.

Funkcja logistyczna s#ty micdzy innymi do opisu
| prognozowania ,wielksei sprzeday produktu
wchodzcego na rynek.
Przyjmujemy
1
& Yi
Najpierw wyznaczamy warfoi parametrow a, c

n-1 n-1

n-1
u, =(n _1)Zzt Ziyy _ZZHlZZt
t=1

t=1 t=

Nastpnie korzystajc z obliczonych aic
obliczamy b
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bzlzn:(i—l]ed t=1,2,...,n

N=\ Y

Parametr b > 1 gwarantuje Iistnienie punktu
przegecia, a jest interpretowany jako poziom
nasycenia (asymptota pozioma).

W przypadku nieliniowym miar dopasowania
dopasowania modelu do danych statystycznych
jest wspotczynnik korelacji krzywoliniowe;

(v, —9)°
R=\/1-§(y ool R [ <0, 1>.

Przyktad.

Majac dane

t |12/ 3/4/5/6|7
y 18/6|5(2|2/4|7
Wyznaczymy kwadratogvfunkcje regresii.
Korzystapc z sum w porisze] tabeli uktadamy
uktad rowna normalnych:
tly|t°] € |t |y|ty |ty
118111 8|8

2 6/4| 8 16/3|1|24
2
1145
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5|5
4 12/1,6425/4|8|32
6 6
5 2/2112\62/4 150
5/ 515 0
6 4/3(21/12/1|2 |14
6| 6 196/6/4| 4
[ 714|134 \24/414 34
913 /01/9|9|3
8 8/6/51/40/6|6 (51
4|2 196/44|2
sum| 36 4/2|1287/2|1 |11
a 2/0196|72/6|9|58
4 210

a8772 + 1296 + 204 = 1158
al296 + 204 + ¢36 = 190
a204 + 36 + d8 =42
Rozwigzaniem (przybkonym) uktadu jest
a=0,4643; b=-4,1548; c¢=12,107
Zatem funkcja regresji kwadratowe] ma pésta

¥ =0,4643% - 4,1548x+ 12,107
Funkcja ta jest dobrze dopasowana do danych
statystycznych (R= 0,8732, R = 0,93).
Zauwamy, ze w tym przypadku funkcja liniowa
nie jest doby funkcija regresji
a bardzo niska war§é wspotczynnika korelacii
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Pearsonawiadczy o braku zafmosci liniowe] a
nie o braku zatosci jakiejkolwiek.
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